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Apresentagéo

Esta obra ¢ uma iniciativa de professores e professoras que
conviveram no ambiente dos cursos de Licenciatura de Matematica
e/ou do Mestrado em Mateméatica da UNIJUI, onde iniciaram a pratica
da modelagem que empregam efetivamente em sua atuagdo nas
Universidades (UFFS/Chapecd, URI/Erechim, UNIPAMPA/Itaqui) e
Institutos de Educacdo do Sul do Brasil (IFRS/Bento
Gongalves, IFRS/Ibiruba, IFSC/Chapeco). E também um depoimento,
uma amostra, ainda que pequena, da indagacdo “Como, quem e onde
se utiliza modelagem no ensino de Matematica?”.

Os capitulos sdo relatos de experiéncias desenvolvidas
independentemente entre si, geradas antes mesmo da deciséo de
publica-las em livro, resultado da préatica natural de ensinar com
modelagem, ndo como uma obrigacdo, exigéncia de politica
educacional ou orientagdo especifica de algum projeto pedagdgico
institucional, mas como um jeito nosso de ensinar. O desafio de sair
da vala comum livresca de teoria-exemplos-exercicios e usar a
Matematica para investigar temas reais de nosso interesse, conhecer
0s aspectos culturais envolvidos, mostrar concreta e detalhadamente
as conexdes da linguagem matematica com a ciéncia, a tecnologia, a
vida cotidiana e o prazer de ensinar dessa forma, sdo os ideais
compartilhados pelos autores em todos os capitulos.

Relatar nossas préticas foi a forma encontrada para divulgar o
gue estamos fazendo. N&o com a pretensdo de estar fazendo algo
excepcional ou perfeito, até porque, entendemos, ndo ha uma maneira
de ensinar com modelagem, mas maneiras proprias desenvolvidas pela
conjugacdo dos esforgos pessoais e coletivos da formacdo de cada
professor. Publicar o que foi feito é a marcacdo de um momento na
provisoriedade de estar constantemente em formagdo, como
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profissional de educacdo. Implica, por um lado, organizar, refletir,
aperfeicoar e fundamentar a pratica em um movimento pessoal de
superacdo de limites, tanto de conhecimentos especificos — em
modelagem nem sempre se sabe que conceitos serdo necessarios para
resolver os problemas — quanto de mobilizacdo dos alunos para
enfrentar as incertezas e as angustias proprias dos processos de
investigacdo. Afinal, em modelagem é comum saber de onde partimos,
mas ndo aonde chegaremos. Por outro lado, publicar implica pertencer
aum coletivo profissional, cuja interacdo supde uma via de méo dupla,
onde o relato da experiéncia pessoal contribui com o acervo coletivo
e a critica dos outros, em contrapartida, contribui para o
aperfeicoamento individual.

As experiéncias relatadas sdo de interesse de professores de
Matematica da Escola Bésica e do Ensino Superior que atuam na
Licenciatura de Matematica e, particularmente, nas chamadas
matematicas em servico, aquelas dos cursos das areas de Ciéncias
Exatas. Os modelos propostos podem ser objetos de estudo tal como
estdo escritos ou como leituras que inspiram a realizacdo de novos
modelos. Em ambos, o estudante podera aprender, aplicar, agregar
novos significados aos conceitos estudados, modificar ou criar seus
préprios modelos.

Modelar situacGes, fendmenos e processos € uma atividade
desafiadora, sem roteiro prévio e essencialmente de investigacdo. A
autonomia de criar caminhos de solucéo € propria da resolugdo de
problemas, assim como o uso concomitante de conhecimentos de
outras areas, experimentos, medicdes e elaboracdo de algoritmos
computacionais. Fazer modelagem é fazer ciéncia.

E com o prazer de praticar essas ideias que agradecemos a
dedicac&o e parceria dos nossos alunos co-autores dos capitulos, assim
como convidamos os leitores a apreciarem o relato de nossas
experiéncias e a desafiarem-se no mundo do ensino de Matematica
com modelagem.

Os autores



O Programa Tracker como Facilitador
na Construcao e Compreensao de
Modelos Matematicos

Radael de Souza Parolin t
Alex Sandro Gomes Ledo ¢

Introducgéo

A busca por um aprimoramento de nossa pratica docente € um
processo longo e que se constroi a medida que aprimoramos nossa
visdo do ensino. Abandonar um processo de ensino tradicional ao qual
fomos apresentados desde o instante em que ingressamos na escola
ndo é trivial, pois embora passado pela academia em curso de
licenciatura, muito do que aprendemos em nossa profissdo foi
construido com saberes da pratica. Nossos erros e acertos nos
possibilitam construir uma identidade prépria, e todas essas
experiéncias nos permitem uma (re)construcao das préaticas buscando
um aprimoramento diario de nossa acéo docente.

Quando falamos em ensino de conceitos matematicos para
estudantes da licenciatura, ndo podemos nos ater apenas em como
ensinar, porém, precisamos que nossa proposta seja condizente com o

! Doutor, Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA)).
E-mail: radaelparolin@unipampa.edu.br

2 Doutor, Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA).
E-mail: alexleao@unipampa.edu.br
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fato de que esse estudante amanhd estara atuando em uma sala de aula
e poderéa fazer uso de tais métodos para ensinar seus alunos. Logo, ao
ensinarmos na licenciatura, precisamos pensar que eles irdo amanhd
replicar esse ensinamento em suas salas de aulas.

Visando um aprendizado com significado para nossos
licenciandos, nos aventuramos a construir propostas que busquem a
construcdo e/ou analise de modelos matematicos, e para que esses
modelos sejam interiorizados, buscamos representar tais fendmenos
com auxilio da Modelagem Cientifica através da analise de fendmenos
fisicos.

A Modelagem Cientifica, a partir de uma visdo multidisciplinar,
visa buscar respostas que possam auxiliar os estudantes a
compreenderem o mundo em que vivem, propiciando uma visdo mais
cientifica e exploratéria dos conceitos a serem tratados (SILVA,
DORNELES, 2017). Desse modo, assumimos a modelagem cientifica
como um processo de criacdo de modelos, que busca compreender a
realidade na qual estamos inseridos.

Segundo Barbosa (2001), a Modelagem é vista como uma forma
de introduzir novos conceitos e meios para questionar a realidade. O
autor ainda destaca que uma atividade de modelagem é uma
oportunidade para os alunos indagarem situacbes por meio da
matematica e que 0s conceitos e ideias matematicas exploradas
dependem do encaminhamento, ou seja, esses conceitos ndo sdo
conhecidos a priori, e vdo sendo conhecidos na medida que sdo
necessarios para resolver os problemas.

O trabalho desenvolvido aborda o estudo de modelos fisico-
matematicos do movimento com suporte de uma ferramenta
computacional e outros recursos bdasicos, em experimentos
direcionados, mas com amplo espago investigativo e de discusséo,
caracteristicos da Modelagem Matematica. As atividades foram
aplicadas em duas oficinas, nas Semanas Académicas do Curso de
Matematica - Licenciatura da UNIPAMPA em Itaqui e dos cursos de
Matematica e Fisica - Licenciaturas do IFFar em S&o Borja, e nelas
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buscamos compreender as vantagens do uso da Modelagem Cientifica
na construcao e analise de modelos matematicos para académicos da
graduacdo em cursos de Matematica - Licenciatura.

Modelagem Cientifica

Pensar na construcdo de modelos cientificos, perpassa por
percebermo-los como a representacdo de uma ideia, um objeto, evento
ou sistema que propicia uma visdo de ciéncia alicercada no
Construtivismo (GILBERT; BOULTER, 1998). E fato que, ndo
podemos pensar nem ensinar a ciéncia como uma verdade absoluta,
fruto de genialidades isoladas, ao contrério, trata-se de vé-la como
uma construcao humana, construida ao longo de geracdes, como ja
muito bem difundido pela frase de Isaac Newton “Se cheguei até aqui
foi porque me apoiei no ombro dos gigantes”. Pensando dessa forma,
concebemos que o trabalho cientifico nos possibilita a construcéo de
modelos que tem por finalidade oferecer explicacfes a respeito do
mundo no qual vivemos. Um exemplo claro é a pandemia do COVID-
19, na qual encontramos um respaldo em modelos cientificos para
entendermos a propagacdo da doenca. Claro que esses modelos nédo
sdo Unicos, tampouco imutaveis, pois hd uma comunidade de
especialistas que define os melhores levando em consideracdo o
momento em que se analisa, sendo, portanto, passiveis de evolugdo
(TOULMIN, 1977).

Entdo, devemos considerar esses fatos ao desenvolvermos
propostas de ensino, ndo podemos mostrar a ciéncia como pronta e
acabada, mas sim como um processo de construgdo historica e que
evolui com a humanidade.

[...] a ciéncia deve ser ensinada como um saber historico e
provisério, tentando fazer com que os alunos participem, de algum
modo, no processo de elaboragdo do conhecimento cientifico, com
suas dividas e incertezas, e isso também requer deles uma forma
de abordar o aprendizado como um processo construtivo, de busca
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de significados e de interpretacdo, em vez de reduzir a
aprendizagem a um processo repetitivo ou de reproducdo de
conhecimentos pré-cozidos, prontos para o consumo. (POZO;
CRESPO, 2009, p. 21).

Moreira e Ostermann (1993) enfatizam que o conhecimento
cientifico ndo é definitivo.

A construcdo cientifica ndo para nunca. O conhecimento cientifico
estd sempre evoluindo. E um erro ensinar ciéncia como se 0s
produtos dela resultassem de uma metodologia rigida, fossem
indubitavelmente verdadeiros e consequentemente definitivos. O
conhecimento cientifico que temos hoje esta baseado em modelos
e teorias inventados e que podem estar equivocados ou apenas
parcialmente corretos. A Terra como centro do sistema planetario
é um modelo que funciona até certo ponto, mas 0 modelo com o
Sol no centro funciona muito melhor. Contudo, a permanente
evolucao dos modelos cientificos ndo é uma questdo meramente
funcionalista. Alguns modelos sdo substituidos por outros porque
explicam outras coisas, porque sdo mais abrangentes, ou seja, ndo
sO porque funcionam melhor. (MOREIRA; OSTERMANN, 1993,
p. 115).

Se a ciéncia é mutavel, por que entdo ensinar seus
conhecimentos de forma acabada e pronta com explicacdes absolutas
gue somente seres iluminados teriam acesso? Acreditamos que o
ensino deve seguir um processo reflexivo em que o estudante seja um
ser que pensa, que constroi e reflete sobre o fenbmeno construido, ou
seja, nesse caso buscamos pensar na construgdo de modelos
matematicos numa perspectiva para o0 ensino, mas ndo um ensino de
mera transmissao de conhecimentos, um ensino que se constroi a partir
da experimentacdo, que se refaz, que se aprimora, que considera a
melhor das hipdteses em cada uma das experiéncias vivenciadas.
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[..] a ciéncia deve ser ensinada como um saber historico e
provisorio, tentando fazer com que os alunos participem, de algum
modo, no processo de elaboragdo do conhecimento cientifico, com
suas dividas e incertezas, e isso também requer deles uma forma
de abordar o aprendizado como um processo construtivo, de busca
de significados e de interpretacdo, em vez de reduzir a
aprendizagem a um processo repetitivo ou de reproducdo de
conhecimentos pré-cozidos, prontos para o consumo. (POZO;
CRESPO, 2009, p. 21).

Gilbert e Boulter (1998) ressaltam o papel dos modelos e da
modelagem para o ensino de ciéncias, propondo quatro motivos que
justificam seu posicionamento:

(@) A ubiquidade do termo modelo no campo da Educacéo em
Ciéncias: ja que esse é empregado em diferentes momentos,
para descrever distintas representacfes. Ha incerteza sobre esse
termo gerada pela variedade de modelos cientificos, pela sua
abrangéncia e validade.

(b) O papel desempenhado pelos modelos na condugdo das
ciéncias: os modelos sdo mais acessiveis a percepgdo que
teorias e, assim, essas podem ser testadas experimentalmente.

(c) A referéncia da formacao de modelos por individuo para a
compreensdo e aprendizagem das ciéncias: reforca a
importancia do estudo dos modelos e da modelagem nas
ciéncias.

(d) Os modelos definem um papel significativo para a sala de
aula: a busca pela aprendizagem em sala de aula implica que os
modelos e a modelagem necessitam ser explorados nesse
contexto.

Para Greca e Moreira (2001) no ensino de ciéncias deve ser
incorporada a ideia de modelagem, pois facilita a construcdo de
modelos mentais pelos estudantes. Para entender a ciéncia é preciso se
colocar no lugar dos cientistas que a fazem, logo, aprender as teorias
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cientificas implica aprender como se faz a ciéncia. Modelar é a
principal atividade dos cientistas, € por meio da modelagem que a
ciéncia é construida. Com efeito, trazer para a sala de aula atividades
de modelagem pode contribuir para a aprendizagem da construcdo de
modelos mentais mais apropriados e coerentes com 0s modelos
conceituais.

Por outro lado, desenvolver atividades com modelagem
cientifica, buscando a construcdo de modelos matematicos nao é algo
simples e facil de fazer, os mesmos autores apontam algumas
caracteristicas a se considerar no trabalho com a modelagem, a saber:
0s modelos mentais sdo pessoais, devendo-se buscar identifica-los a
fim de auxiliar no melhoramento desses modelos; a modificagdo dos
modelos iniciais ndo é tarefa facil, pelo contrario, leva muito tempo; a
modelagem deve ser valorizada, deve-se valorizar a construgdo do
conhecimento por parte do aluno; entretanto, o estudo dos modelos
mentais ndo pode ser abandonado, afinal, em geral, é ele quem fornece
0s primeiros elementos para a construcéo dos modelos mentais de cada
individuo.

Modelagem Matematica

Desenvolver atividades com modelos matematicos em sala de
aula ndo é uma novidade, Bassanezi ja realiza experiéncias no ensino
brasileiro ha algum tempo. Para esse pesquisador, a modelagem
matematica é a arte de expressar situacdes-problema do nosso meio
utilizando-se da linguagem matematica a fim de interpretar os
fendmenos naturais e sociais (BASSANEZI, 2014).

Ja Biembengut e Hein (2011) concebem a modelagem
matematica como um processo pelo qual se obtém o modelo
matematico, assim, que um modelo tende a ser mais sofisticado se
maior for o conhecimento matematico de quem o elabora. Para
Bassanezi (2014, p. 24) a “modelagem ¢ eficiente a partir do momento
gue nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com
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aproximacOes da realidade, ou seja, que estamos sempre elaborando
sobre representagdes de um sistema ou parte dele”.

O autor compreende que o modelo matematico € um “conjunto
de simbolos e relagfes matematicas que representam de alguma forma
o objeto estudado” (BASSANEZI, 2014, p. 20), e identifica quatro
tipificacBes para os modelos matematicos, sao eles:

- Linear ou ndo linear, de acordo com as equacdes iniciais.

- Estatico quando representa a forma do objeto ou Dindmico
quando simula variagGes dos estagios do fendbmeno.

- Educacional se apresenta um nimero reduzido de suposi¢des
simples, utilizado principalmente para aquisicdo de experiéncia
com a modelagem, ou Aplicativo se baseado em hipdéteses
realisticas, possuindo inter-relages de variaveis. E esse tipo de
modelo sobre o qual o presente projeto se detém.

- Deterministico quando se assume que existem informacdes
suficientes em um determinado momento e, com isso se admite
poder prever o futuro do sistema precisamente. Ou Estocastico
guando descrevem a dindmica de um sistema em termos
probabilisticos.

Ressalta ainda que a Modelagem Matematica consiste em “um
processo dinamico utilizado para a obtencdo e validacdo de modelos
matematicos” (BASSANEZI, 2014, p. 24). Entretanto, o autor alerta
gue é necessario sempre ter em mente que 0s modelos obtidos sdo
aproximacOes da realidade, e s6 assim a modelagem se torna eficiente.

Para Bassanezi (2014, p. 18), a ciéncia contemporanea é,
todavia, resultado de ‘“experiéncias planificadas e auxiliadas por
teorias sujeitas a evolucdo”. Isso quer dizer que a validade ou
consisténcia de uma teoria muitas vezes depende diretamente da
linguagem matematica que a envolve. O que se espera de um modelo
matematico é que represente a realidade analisada.
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O objetivo fundamental do “uso” de matematica ¢ de fato extrair a
parte essencial da situacdo-problema e formaliza-la em um
contexto abstrato onde o pensamento possa ser absorvido com uma
extraordinaria economia de linguagem. Desta forma, a matematica
pode ser vista como um instrumento intelectual capaz de sintetizar
ideias concebidas em situacdes empiricas que estdo quase sempre
camufladas num emaranhado de variaveis de menor importancia.
(BASSANEZI, 2014, p. 18).

O mesmo autor afirma que outras ciéncias como a Fisica, a
Astrofisica e a Quimica, ja se encontram atualmente matematizadas
de forma tedrica. Por outro lado, o processo de matematizagdo das
Ciéncias Biologicas encontra-se em expansao, sendo utilizada para
modelar a dindmica de populagdes, a epidemiologia, a ecologia, a
neurologia, a genética e os processos fisioldgicos.

Bassanezi  (2014) apresenta cinco passos para O
desenvolvimento de atividades com modelagem matematica:

1 - Experimentacdo: objetiva a obtengdo de dados, portanto,
trata-se de uma atividade essencialmente laboratorial. Os
métodos de experimentacao em geral sao definidos levando em
conta a natureza do experimento e o objetivo da pesquisa.

2 - Abstracdo: processo que permite a formulagdo de Modelos
Matematicos. Essa fase é composta pela:

a. Selecdo de varidveis: os conceitos e variaveis envolvidos no
problema séo definidos.

b. Problematizacéo: formulacdo de problemas tedricos em uma
linguagem prdpria e de acordo com a(s) area(s) envolvida(s).

c. Formulacdo de hip6teses: de modo geral, sdo formuladas
hipoteses bem amplas que permitem deduzir manifestacdes
empiricas especificas. A sua geracdo se d& de distintas formas,
entre elas: observacdo dos fatos, compara¢do com outros
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estudos, experiéncia pessoal do pesquisador, deducdo logica,
analogia de sistemas.

d. Simplificacdo: busca-se a simplificagdo do processo de
modelagem por meio da restricdo do problema estudado que
costuma ser complexo.

3 - Resolucdo: resolucdo do modelo, atividade propria do
matematico que pode estar totalmente desvinculado da
realidade representada. Em geral, refere-se a resolugdo de
equac0es (de variacOes discretas ou diferenciais) advindas das
hipGteses previamente determinadas.

4 - Validagdo: devem-se testar os modelos produzidos,
confrontando-os com as hipoteses e os dados coletados no
sistema real. Um modelo deve minimamente atender de forma
satisfatoria os dados iniciais, para ser considerado bom precisa
facilitar as previsGes ou sugerir aperfeicoamentos do modelo.

5 - Modificagdo: o modelo pode ser aceito ou rejeitado de
acordo com as condicdes iniciais, desse modo, nenhum modelo
deve ser considerado definitivo ou imutavel.

Essa visdo da modelagem estd relacionada a seu uso como
método cientifico, ou seja, com seu uso na ciéncia da Matematica
Aplicada moderna a qual “pode ser considerada como a arte de aplicar
matema@tica a situagdes problematicas, usando como processo comum
a modelagem matematica” (BASSANEZI, 2014, p. 32). Vamos agora
discorrer sobre o seu uso como ferramenta para 0 ensino da
matematica.

Bassanezi (op. cit.) compreende a modelagem como uma
ferramenta eficaz como estratégia de ensino e aprendizagem da
matematica. Alguns autores como Biembengut e Hein (2011) e
Bassanezi (2014) preferem utilizar a denominacdo Modelacdo

Matematica ao se referir a Modelagem Matematica no ensino e
aprendizagem.
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No processo evolutivo da Educacdo Matematica, a inclusdo de
aspectos de aplicagdes e mais recentemente, resolucdo de
problemas e modelagem, tém sido defendidas por vérias pessoas
envolvidas com o ensino da matematica. Isto significa, entre outras
coisas, que a matéria deve ser ensinada de um modo significativo
matematicamente, considerando as proprias realidades do sistema
educacional. (BASSANEZI, 2014, p. 36).

Assim o autor faz alguns apontamentos que permitem a adogéo
da modelagem mateméatica como ferramenta no ensino e
aprendizagem.

1 - Argumento formativo: a medida que enfatiza aplicaces e a
resolugdo de problemas contribui para desenvolver nos
estudantes as capacidades de exploragéo e criagéo.

2 - Argumento de competéncia ética: a modelagem contribui
para que na vida real os alunos tomem decisbes, formando
juizos proprios, por meio de aplicacbes com conceitos
matematicos.

3 - Argumento de utilidade: a modelagem possibilita ao aluno
utilizar ferramentas matematicas para resolver problemas em
diferentes situacdes e areas.

4 - Argumento intrinseco: a modelagem, resolucdo de
problemas e aplicacBes possibilitam ao aluno compreender
nuances e facetas da matematica.

5 - Argumento da aprendizagem: os processos aplicativos da
matemdtica garantem uma melhor compreensdo de seus
conceitos.

6 - Argumento de alternativa epistemolégica: a modelagem
matematica relaciona-se com a perspectiva da Etnomatematica
proposta pelo educador Ubiratan D’ Ambrosio, a medida que
representa uma alternativa metodoldgica mais adequada as
distintas realidades socioculturais.
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O autor ressalta ainda que ha trés tipos de obstaculos a serem
superados no trabalho com modelagem: obstaculos instrucionais,
obstaculos para os estudantes e obstaculos para os professores.

Obstaculos instrucionais: esta relacionado a grade curricular
gue, de modo geral, 0s cursos apresentam, e que requerem estudo de
conceitos especificos.

Obstaculos para os estudantes: ndo sendo uma metodologia
costumeira para a maioria dos estudantes, as primeiras experiéncias
nesse sentido podem representar obstaculos, desse modo, podem até
torna-los apaticos para com essa metodologia, outro fator é que o tema
trabalhado na modelagem pode ndo ser interessante para alguns
estudantes da classe.

Obstaculos para os professores: muitos professores ndo se
sentem preparados para trabalhar com a modelagem matematica, por
falta de conhecimento do processo ou medo de se confrontarem com
situacbes em que lhes possam faltar o conhecimento de como
proceder. Além disso, possuem receio em “perder” muito tempo para
preparar e desenvolver essas aulas e, assim, ndo cumprir o programa
do curso.

E verdade que n3o se pode ignorar que as atividades
investigativas proporcionadas pela modelagem matematica geram
uma “zona de risco” aos professores (ALMEIDA; SILVA;
VERTUAN, 2013), mas acreditamos que sua potencialidade, um bom
planejamento e engajamento sobre as propostas a serem aplicadas,
com um bom reforco metodoldgico, proporcionam o aprendizado e
minimizam o risco a cada nova tentativa.

Bassanezi (2014) enfatiza que ao considerar a modelagem uma
estratégia de ensino e aprendizagem, o0 mais importante é a descoberta
das relagdes e conceitos matematicos envolvidas no processo, e ndo a
descoberta do modelo em si. Também que na modelagem matematica
que visa 0 ensino de matematica, a validacdo de um modelo pode ndo
ser uma etapa obrigatoria.
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O autor aponta alguns procedimentos para a melhor forma de
aprender a fazer modelagem

. aquisi¢do de técnicas basicas e teoria (utilizagdo do “dicionario”
bilingue: linguagem usual — matematica, matematica — linguagem
usual);

. estudo de problemas classicos;

. emprego de técnicas conhecidas em situacfes novas;

. questionamento ou critica a respeito da falibilidade de modelos

cléssicos;

improvisacao de novas técnicas quando as existentes sdo inadequadas;

abstracao de principios unificadores para certas situacoes;

. formulagdo de problemas em termos matematicos;

. organizacdo de material (dados experimentais, bibliogréficos, etc.);

. cooperagdo com especialistas de outras &reas. (BASSANEZI, 2014,
p. 45).

Cabe-nos agora definir a nossa visdo do papel da modelagem
cientifica na modelagem matematica. Podemos ver que existe entre as
duas, alguns pontos de convergéncia, pois ambas buscam
representacdes da realidade, a partir de modelos ndo Unicos. Também
buscam por um ensino alicercado em bases construtivistas. A
modelagem cientifica busca contribuir para uma visdo mais proxima
do real trabalho cientifico, e a modelagem matematica busca um aluno
mais ativo em seu processo de aprendizagem e, além disso, construir
conceitos matematicos de forma dindmica em um processo de
cooperagao entre o educador e o educando (KLUBLER, 2010).

Desse modo, envolver as duas metodologias em um processo de
construgdo do conhecimento é uma tentativa de construir um trabalho
interdisciplinar (ou minimamente contextualizado), ndo apresentando
a matematica como uma construcao pronta e acabada em que cabe ao
estudante apenas o papel de decorar regras e situacdes, ndo
percebendo a constru¢do dos modelos por detras da teoria, pois “A
modelagem matematica esta sempre presente na construcao de teorias
cientificas, em particular de teorias fisicas. Em decorréncia, a
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modelagem matematica deveria também estar sempre presente no
ensino de ciéncias, particularmente da Fisica” (MOREIRA, 2014, p.
10).

Moreira (op. cit.) faz criticas as préticas de ensino as quais 0s
modelos sdo apresentados nos seus formatos finais, cabendo aos
alunos aceitarem essas construcdes cientificas como se fossem
definitivas, e defende uma abordagem de forma conjunta, valorizando
as relagdes existentes entre a matematica e as demais ciéncias. Assim
busca-se uma relacdo entre os modelos cientificos, matematicos e
mentais.

O Programa Tracker

O Tracker é uma ferramenta gratuita de analise de videos,
projetada para uso no ensino de Fisica (BROWN, 2020). O software é
ligado ao projeto Open Source Physics. Com ele podemos utilizar
videos, tendo suporte de ferramentas e andlise grafica, o programa nos
apresenta alguns recursos, tais como: rastreamento da posicdo de um
objeto em sua trajetdria, graficos e dados de velocidade e aceleragdo
de corpos em movimento, divisao do video por quadros por segundo,
calibracdo de medidas, entre outros.

O uso mais basico do programa se da a partir da captura e acesso
a um video digital. E possivel calibrar dimensdes e, assim, analisar o
movimento do objeto, incluindo os respectivos vetores. O aplicativo
faz a identificacdo automatica da quantidade de quadros por segundo
utilizada na gravagdo do video original. A partir dessa analise, 0
programa gera graficos de diferentes grandezas fisicas a partir do
ajuste de curvas (como posi¢éo, velocidade, aceleracdo, energia, entre
outros), com a possibilidade das respectivas tabelas com os dados
gerados. E possivel a visualizacdo simultanea do video original com o
rastreamento do objeto/corpo fisico realizado com o programa
(Figura 1).
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Uma limitacdo do Tracker estd relacionada a sua resolugdo
temporal. Como essa depende da resolucdo da camera no qual o video
foi gravado, em casos de filmes com poucos quadros por segundo em
que a velocidade do objeto em movimento € alta, as imagens podem
aparecer borradas, dificultando a obtencédo de valores de posi¢do em
fungéo do tempo.

Figura 1 - Interface do Tracker

[® 1o
Arguio Editar Video Trajotérias Coordonadas Janela Auda
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Fonte: Autores (2019)

Brown (2020) destaca os recursos disponiveis quanto ao
rastreamento de objetos, modelagem, video, geracdo e analise de
dados, conforme quadro abaixo:
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Quadro 1 - Recursos disponibilizados pelo programa Tracker

Rastreamento |e Rastreamento manual e automatizado de
objetos com dados de posicdo, velocidade e
aceleracéo;

e Centro de massa;

e Vetores gréficos interativos e somas vetoriais;

e Perfis de linha RGB em qualquer angulo,
regides RGB dependentes do tempo.

Modelagem e Criacdo de modelos cinematicos e dindmicos
de particulas de massa pontual e sistemas de
dois corpos;

e Animacéo de modelos externos (programas de
modelagem separados) que sobrepdem dados
multipontos, como planilhas e simuladores

em Java;
e As sobreposicbes do modelo  sdo
sincronizadas e dimensionadas

automaticamente para o video a partir da
comparacdo visual direta com o mundo real.

e Reproducdo e gravagdo da maioria dos

Video formatos de video (mov / avi / flv/ mp4 / wmv
etc.) no Windows / OSX / Linux;

e Filtros de video, incluindo brilho/contraste, de
perspectiva e distorcdo radial, dentre outros;

e Exportacdo de video que permite editar e
codificar videos, com ou sem sobreposi¢éo de
graficos, usando o préprio Tracker;

e Caixa de dialogo com propriedades do video
mostra dimensdes, caminho, taxa de quadros,
contagem de quadros, dentre outros.
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Geracdo e [e Escala, origem e inclinacdo do sistema de
Anélise de coordenadas fixo ou variavel no tempo;
Dados e Miultiplas opcBes de calibracdo: fita, bastdo,

pontos de calibracdo e/ou origem do
deslocamento;

e Alterne facilmente para o centro de massa e
outros quadros de referéncia;

e Os dados incluem unidades (unidades
métricas do Sl por padrdo, comprimento e
massa configuraveis);

e Transferidores e fitas métricas proporcionam
medicdes faceis de distancia e angulo;

e Ferramenta que ajusta os circulos a 3 ou mais
pontos, etapas ou trajetorias;

e Definicdo de varidveis personalizadas para
plotagem e anélise de dados;

e Adigdo de textos editaveis para comentarios
ou dados inseridos manualmente;

e Ferramenta de analise de dados que inclui um
poderoso ajuste automatico e manual de
curvas;

e Exportacdo de dados formatados ou brutos
para um arquivo de texto delimitado ou para a
area de transferéncia;

e Exibicao de valores medidos usando formatos
de numero personalizados, se assim desejar.

Fonte: Adaptado de Brown (2020)

Com essa gama de ferramentas, gratuidade na instalacdo e
utilizagdo, o programa torna-se um excelente aliado na construcao e
estudo de modelos fisicos. Para a execugdo das propostas, é de
fundamental importancia o uso de um laboratorio de informatica,
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como um ambiente colaborativo que permita o trabalho de pequenos
grupos, e com suporte de mediadores para a discussdo tanto dos
modelos fisicos, matematicos, do programa computacional, quanto
das perspectivas metodoldgicas de ensino envolvidas no processo,
dependendo do publico-alvo envolvido.

O Percurso Metodoldgico

Na busca por construir uma proposta que fosse capaz de fazer
nosso académico compreender 0s passos para a construgdo de
modelos, assim como investigar seus resultados e o entendimento de
como chegar a um modelo ja aceito cientificamente, buscamos unir
em uma atividade de laboratério o ensino a partir da observacdo dos
fendmenos representados pela Modelagem Cientifica e da construcéo
de modelos matematicos usando os recursos da Modelagem
Matematica.

A primeira tentativa de realizar essa atividade foi durante um
minicurso para alunos da licenciatura em Matematica da UNIPAMPA
- Campus Itaqui. O minicurso ocorreu durante a Semana Académica
do curso de Matematica no primeiro semestre de 2019.
Oportunamente, no mesmo semestre, também o aplicamos na Semana
Académica dos cursos de Matematica e Fisica - Licenciaturas do IFFar
no municipio de Sao Borja.

Nossos estudos buscam fazer com que o aluno seja o principal
ator na construgdo de sua aprendizagem, para tal temos trabalhado
com diferentes estratégias. Apresentaremos neste estudo uma proposta
de Modelagem Cientifica que objetiva colocar o estudante no centro
do processo de ensino-aprendizagem, responsabilizando-se por sua
aprendizagem de forma ativa e reflexiva.

Este trabalho busca discutir uma sequéncia didatica
desenvolvida em formato de oficina. Partimos assim, de uma
metodologia qualitativa, caracterizada como um estudo de caso, em
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gue fizemos uso da observacdo participante e analise dos materiais
recolhidos para andlise dos resultados.

As oficinas foram elaboradas em trés momentos distintos,
mantendo os passos sugeridos por Bassanezi (2014): Experimentacdo,
Abstragéo, Resolucéo e Validagdo. Os académicos foram divididos em
04 grupos, e cada grupo teve a mediacdo de um professor ou um
estudante ja mais experiente, pertencente ao PIBID do curso de
Matemaética.

Primeiro Momento:

Apresentamos o programa Tracker com a exploragédo de suas
ferramentas. Para isso, mostramos um video e organizamos uma
atividade orientadora, na qual discutimos as potencialidades das
ferramentas oferecidas, com algumas varia¢Oes e analises graficas
possiveis.

Disponibilizamos apostila com instrugdes do programa e
realizamos uma breve retomada e discussdo acerca dos fendbmenos
fisicos de movimento sugeridos para a atividade pratica nos momentos
posteriores.

Segundo Momento:

Solicitamos aos participantes que se dividissem em grupos de
até 05 componentes e que cada grupo escolhesse um dos fendmenos
fisicos: lancamento obliquo, movimento de queda livre, deslocamento
da gota de 4gua em um recipiente com 6leo e movimento retilineo
uniforme a partir do deslocamento de um objeto em uma superficie
inclinada. Escolhido o fendmeno, era hora de representé-lo atraves de
um objeto, e para isso disponibilizamos bolas pequenas de borracha
como objeto a ser langado, vidro com 6leo e conta-gotas, cabos de
madeira que formam uma canaleta para uma superficie inclinada, além
de cabos para uso de dados dos celulares no computador. Foi
solicitado que cada grupo construisse um modelo matematico
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representativo do fenémeno observado, e para tal, que o fenémeno
fosse gravado com auxilio de seus celulares e observado a partir do
uso do programa Tracker.

Terceiro Momento:

A anédlise dos fendmenos observados se deu a partir de alguns
guestionamentos por parte dos mediadores em cada grupo. Alguns dos
guestionamentos foram:

a) Qual a altura méaxima atingida pelo objeto ou qual o maior
trajeto percorrido por ele?

b) Em que momento ocorreu a altura maxima?
¢) Quanto tempo levou para realizar o percurso completo?
d) Qual a velocidade inicial do objeto?

e) Quais as fungdes que descrevem essa trajetoria? Considere
X(1), y(t) e y(x).
) Qual a funcéo que descreve a velocidade?

g) Qual o modelo que melhor representaria este fenémeno?

Resultados e Discussoes

Apresentaremos neste ensaio, 0s resultados das atividades
desenvolvidas pelo grupo que trabalhou com langcamento obliquo.
Escolhemos analisar aqui esta proposta por se tratar do grupo que
melhor conseguiu finalizar a proposta, pois 0 tempo decorrido pela
atividade proposta ndo oportunizou aos demais grupos cumprirem
todas as etapas. Buscaremos apresentar o desenvolvimento da
proposta pelo grupo, passando pelas etapas de construcdo de modelos
apresentadas por Bassanezi (2014).
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Experimentac&o: primeiramente os académicos realizaram a
filmagem do movimento com uso do celular, representando o objeto
lancado. Apds, passaram o video para o computador onde fariam a
andlise do movimento com auxilio do programa Tracker. Seguiram
entdo para a realizacdo dos ajustes, conforme identificado na Figura 2:

(A) corte do video - para conter apenas as partes a serem
estudadas do fendmeno (o inicio do langamento até a chegada
do objeto ao solo);

(B) tamanho do intervalo - definicdo da quantidade de quadros
necessarios para analise do fenémeno;

(C) calibragdo da escala espacial - comparagdo entre uma
distancia conhecida pelos pesquisadores (altura do estudante) e
a escala de deslocamento do objeto langado;

(D) eixos de coordenadas x e y - permite uma anélise do objeto
em movimento em duas dimensoes.

Figura 2 - Video do langamento obliquo de um objeto: definigdes
iniciais

: = =
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Fonte: Autores (2019)
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Posteriormente, marcaram-se 0s pontos de interesse do objeto a
cada quadro de andlise do video, conforme pode ser visualizado na
Figura 3.

Figura 3 - Video do langamento obliquo de um objeto: marcagéo do
objeto
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IEonte: Autores (2019)

Abstracdo: utilizando uma janela de dados, podem ser
selecionadas as variaveis e os graficos de interesse. Para o caso
especifico, foram utilizados os graficos apresentados nas Figuras 4, 5
e 6.
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Figura 4 - Dados graficos do Tracker: x em funcéo de t
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Fonte: Autores (2019)

Figura 5 - Dados graficos do Tracker: y em funcéo de t
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Fonte: Autores (2019)
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Figura 6 - Dados graficos do Tracker: y em funcéo de x
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Fonte: Autores (2019)

Resolugdo: de posse das informagdes obtidas com a
manipulagdo gréafica no programa os estudantes buscaram encontrar as
solucBes para as questdes propostas. Observando os graficos das
Figuras 5 e 6, encontraram a altura maxima como sendo y = 2,208m.
Também fazendo a leitura do mesmo, analisaram a maxima altura na
tabela dos dados (e em conformidade com as Figuras 5 e 6) e
identificaram que ocorreu em t = 0,5s. O (ltimo dado considerado,
guando o objeto atingiu o chéo, foi depois de aproximadamente t =
1,2s do langamento.

Para analisar a velocidade inicial do objeto, os estudantes
tiveram que ter um cuidado maior. O programa apresenta vetores
representando a velocidade, assim como uma tabela de dados,
conforme Figura 7. Dessa forma, como pode ser percebido, ndo ha um
dado de velocidade inicial, portanto intervimos para os alunos a
buscarem, além de interpretarem os dados apresentados.
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Na tentativa de interpretar os dados, o0 grupo observou que o
Tracker informa a inclinacdo quando selecionados pontos no grafico.
De posse desses dados chegaram a conclusdo de que a velocidade na
direcdo x é dada por v = 5,23m/s parat = 0,1s e x = 0,5m, conforme
apresentado na Figura 8 (abaixo da figura destacada em amarelo).

Figura 7 - Tela do Tracker: vetores de velocidade

Fonte: Autores (2019)

Na sequéncia, a fim de compreender o dado apresentado, optou-
se pelo calculo da velocidade média no intervalo t = 0s a t = 0,25,
usando para tal a equacgdo de v, = (s, —s;)/(t, — t;), obtendo a
confirmacao do valor v, =5,23m/s.

Surge entdo um obstaculo, pois para t = 0s ha uma dificuldade
de calcular a velocidade. A solugdo do problema foi calcular a
velocidade media no intervalo de t = Os a t = 0,1s, obtendo-se 1, =
5,54m/s. Apobs discussdes com os professores, concluiram que essa
seria a velocidade mais proxima que poderiam obter com 0s recursos
que tinham, entdo essa Ultima velocidade foi considerada a velocidade
inicial do objeto na direcéo x.
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Figura 8 - Analise da velocidade inicial: x em funcéo de t
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Ja na direcdo y, a velocidade no programa é dada por v =
4,16m/s parat = 0,1s e y = 1,387m, conforme apresentado na Figura
9 (abaixo da figura destacado em amarelo). Foi entdo considerando
mais pertinente calcular a velocidade média no primeiro intervalo de t
=0sat=0,1s, obtendo-se v, = 4.59m/s.
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Figura 9 - Analise da velocidade inicial: y em funcéo de t
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De posse das duas componentes aproximadas v, € v,,, iniciaram

o calculo da velocidade inicial através da equagdo v = ’v,? +v5, 0

gue resultou em v = 7,19m/s. Por fim, a primeira velocidade
apresentada pelo programa pode ser confrontada com o célculo da
velocidade média considerando-se o intervalo t = 0s a t = 0,25,
confirmando-se a investigag&o.

Para chegarem a esses valores foi necesséria a intervencao do
professor que ajudou na mediacdo da proposta, relembrando alguns
conceitos ja esquecidos e propondo analise mais apurada dos dados,
ndo costumeira como os estudantes, de modo geral, encontram nos
livros didaticos.

A descrigdo das funcbes pelos estudantes ndo foi realizada usando
ajustes de curvas ou construindo modelos por aproximagfes a partir
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dos valores observados nos graficos do programa. Neste caso, como o
tempo era restrito, buscamos auxilio no proprio programa
computacional para realizar essa atividade, ja que o objetivo ndo era a
constru¢do modular do fendmeno, e sim a compreensdo matematica
de como esse modelo é proposto a partir da analise do fenémeno.

Para tal compreensdo, fizermos os académicos observarem que 0
Tracker contém ajustes de curvas, com as seguintes possibilidades:
cubico, exponencial, gaussiano, linear, parabolico, senoide.
Realizando os ajustes com parabolas, obteve-se

x(t) = —0,6299¢2 + 5,049¢ + 0,04372 com dE = 0,01842
y(t) = —4,75t2 + 4,883t + 0,9509 com dE = 0,01851
y(x) = —0,2592x2 + 1,203x + 0,8296 com dE = 0,04919

onde dE representa o desvio padrdo da Raiz do Erro Quadratico
Médio. As equagdes e os dados podem ser visualizados nas Figuras
10, 11 e 12 (dE esta representado por rms dev no canto inferior
esquerdo).

Validagdo: como o programa Tracker ja realizava os ajustes e
apresentava os erros durante a resolucdo dos problemas, os alunos
puderam discutir e avaliar os melhores modelos (mais ajustados ou
com menor erro). Neste processo, puderam experimentar diferentes
ajustes, como, por exemplo, linear ou senoide, para entdo chegar ao
parabolico, utilizado nas trés equacGes encontradas.
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Figura 10 - Ajuste da curva x(t)
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Figura 11 - Ajuste da curva y(t)
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Figura 12 - Ajuste da curva y(x)
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Destaca-se aqui, que a funcdo x(t) ndo obteve como melhor
ajuste uma reta, como seria de se esperar teoricamente. Entendemos
que uma préxima etapa, a de Modificagdo, tem espago para discusséo
e modificacdo do modelo, tratando sobre a teoria e novas variaveis (a
resisténcia do ar, por exemplo).

Consideracoes Finais

Inicialmente queremos esclarecer que no NOSSo curso, estamos
dando os primeiros passos na busca de métodos de ensino que
cumpram o protagonismo desejado no processo de ensinar e aprender.
Desejamos criar atividades que explorem formas diferentes de se
ensinar velhos conteddos, de modo que sejam minimamente
contextualizados e relacionados com outras areas do conhecimento.
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Essa experiéncia nos trouxe uma forma diferente de abordar os
mesmos conteudos, porém, com a vantagem de ser o estudante o
protagonista no processo de constru¢cdo do seu conhecimento e o
professor o mediador dessa aprendizagem. Outro fator a ser
considerado é que podemos abordar diferentes conceitos em uma
Unica atividade.

Foi possivel perceber no desenvolvimento da proposta, que 0s
estudantes, embora sentindo dificuldades durante a realizagcdo do
processo, pois por costume gostam de encontrar respostas prontas para
suas perguntas, sentiram-se motivados a buscar tais solugdes por conta
prépria. Do mesmo modo que é possivel explorar em uma Unica
atividade diferentes conceitos cientificos, também é o explorar de
diferentes habilidades e competéncias em nossos estudantes, na
medida em que devem manipular objetos, compreender fenémenos de
outra &reas do conhecimento, relacionar conceitos, interpretar
situacdes e dados, usar recursos tecnoldgicos, entre outros.

Por outro lado, temos vérias consideragdes a fazer, para
melhorar as propostas que estdo por vir. Percebemos que um bom
planejamento é fundamental para o desenvolvimento de uma proposta
ativa, que os professores necessitam tempo para tal, assim como para
sua aplicacdo. Percebemos também, que um trabalho em conjunto com
outros professores e de diferentes areas do conhecimento, que venham
a se inserir na proposta, torna-a mais interdisciplinar. Ainda, dois ou
mais professores trabalhando ao mesmo tempo, faz com que 0s
estudantes tenham um olhar diferenciado para a atividade, buscando
relacionar as diferentes areas do conhecimento, que, de modo geral,
encontram-se isoladas no curso de graduacao.

Procuramos nas préximas propostas desenvolver novas
atividades, relacionando diferentes areas do conhecimento, na busca
pela construcdo de modelos matematicos a fim de compreenderem a
construcdo dos modelos cientificos adotados pela ciéncia e revelados
pela escola como algo pronto e acabado.
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Nossa préxima atividade serd uma experiéncia aplicada na
componente de Laboratério de Ensino de Matematica Ill, em que
iremos propor uma disciplina de modelagem cientifica a ser
desenvolvida de forma interdisciplinar, com mais de um professor do
curso envolvido na componente curricular.
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Comparacdao entre as Solucoes
Analitica e Numeérica de um Modelo
Matematico

de Cinética Quimica

Clemerson Alberi Pedroso !
Jaque Willian Scotton 2

Introducgéo

Estudos que abrangem modelagens e simula¢des — analiticas ou
numeéricas — de problemas que envolvem reagdes quimicas sdo vastos
na literatura. Nesse sentido, podem ser citados os trabalhos de Okino
e Mavrovouniotis (1998); Schaich, Becker e King (2001); Gorskii e
Zeinalov (2003); Levanov, Antipenko e Lunin (2010); Székely et al.
(2012); Dehimi et al. (2014), dentre outros.

Cada reacdo pode ocorrer numa determinada velocidade,
levando certo tempo para se concluir. Algumas sdo muito rapidas,
ocorrendo em fragGes de segundo, como a combustdo de TNT
(trinitrotolueno), enquanto outras sdo muito lentas, demorando até
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mesmo séculos para se completarem, como a formacéo de petrdleo e
a degradacdo natural de lixo. Ha ainda aguelas que sdo moderadas,
levando minutos, horas, ou dias, como a decomposicao térmica de sais
e a deterioragdo de alimentos por acdo de bactérias (FONSECA,
1992).

Devido a essas diferencas de velocidade entre as reacdes, surgiu
a necessidade de controlar a ocorréncia delas para poder usufruir de
seus possiveis beneficios e até mesmo, em alguns casos, evitar seus
danos. Uma consequéncia disso foi o desenvolvimento da cinética
quimica, ramo da fisico-quimica que estuda, entre outras coisas, a
velocidade das reagdes quimicas. A cinética fornece modelos
matematicos capazes de descrever a velocidade das rea¢fes quimicas,
relacionando as variag¢Oes de produto ou de reagente em intervalos de
tempo.

Feltre (2004) define a cinética quimica como o estudo ndo
somente da velocidade com que as reagGes ocorrem, mas também dos
fatores que influenciam nessa velocidade, destacando gque esse estudo
tem, inclusive, uma importancia financeira, uma vez gque, no caso das
indUstrias quimicas, por exemplo, acelerando-se as reacdes, reduzem-
se 0s gastos e, consequentemente, aumentam-se 0s lucros. N&o
obstante, lembra ainda que um dos objetivos da quimica é o de
controlar a velocidade das reacGes quimicas, otimizando suas
utilizagdes ao fazé-las répidas o suficiente para que fornegam o maior
aproveitamento possivel, mas ndo tdo rapidas a ponto de tornarem-se
perigosas.

Neste ambito, no presente capitulo é apresentada uma atividade
pratica envolvendo modelagem matematica, em que se desenvolve a
indugdo em laboratério de uma reacdo quimica com catélise
enzimatica — oxidacdo de catecol catalisada pela enzima
polifenoloxidase, extraida da batata —, desenvolvida com o intuito de
registrar a absorbancia em intervalos de tempo, e as respectivas
solugdes analitica e numérica de um modelo matematico que descreve
a velocidade deste tipo de reacdo, comparando os resultados obtidos
pelos diferentes métodos. O referido trabalho foi desenvolvido no
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curso de graduacdo de Licenciatura em Matematica da URI Erechim
e apresentado como Trabalho de Conclusédo do Curso (TCC) em 2013.

Ordem de uma reacdo quimica

Uma reacdo é dita de primeira ordem quando, por exemplo, ao
se considerar a reagdo

[A] - Produtos (D

tem-se que a velocidade é diretamente proporcional a concentragao do
reagente A elevada a primeira poténcia, isto é,

v=——=—k[A] 2)

onde v ¢ a velocidade da reacgdo, [A] é a concentragdo do reagente, t é
0 tempo e k € uma constante. Integrando a Equagéo 2,

= k| dt 3)

onde [Ao] é a concentracgdo inicial, obtém-se uma funcdo explicita
entre a concentragdo e o tempo:

[A] = [Agle™™ 4)

A Equacdo 4 mostra que a concentracao do reagente decresce
exponencialmente em fungdo do tempo durante a reacao.

Ao se considerar uma rea¢do como a exemplificada na Equacéo
1, onde ha um Gnico reagente, tem-se que, se ela for de segunda ordem,
entdo sua lei de velocidade sera
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_dlAl _
U—W——k[A]Z (5)
Integrando-a,
“aral ot
f[AO] Az~ —kfo dt (6)
a equacao torna-se
1 1 . ;
I @
ou
[Ao]
Al = [Aglkt + 1 ®)

Entretanto, se a reacdo tiver dois reagentes, cada qual com
ordem 1, a equacao pode ser escrita como
[A] + [B] — Produtos 9

entdo ela sera de ordem global 2 e tera, como lei de velocidade,

v =—— = —k[A][B] (10)
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Nesse caso, Atkins (1997) destaca que a Equacdo 10 sé pode
ser integrada caso se conheca a relagdo entre as concentragdes de [A]
e [B] e emenda que, nesse tipo de reacéo, se [A] decresce, [B] decresce
na mesma proporcao, isto é, [Ay,] — x = [By] — x.

Desse modo, a Equacéo 10 torna-se

—— = —k([4o] — x)([Bo] — x) (11)

e como d[A]/dt = —dx/dt, entdo

O = k([Ae] ~ x)([Bo] ~ 1) (12)
gue pode ser integrada
J ’ dx —k f e (13)
0 ([AO] - x)([BO] —Xx) 0

tornando-se

(14)

ou
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_ 1 [Ao][B]
BT -1 " <[Bo][A]> (%
que é obtida considerando
[Ao] —x =[A] e [Bol—x=[B] (16)

E interessante observar que a Equacio 7 equivale a reta

y=ax+Db (17)

em que
y=1/[A], ax=kt e b=1/[Ap] (18)

O inverso da concentracdo de um reagente em uma reagéo de
segunda ordem ¢, entdo, em funcdo do tempo, uma reta com
coeficiente angular k, o que possibilita determinar seu valor
graficamente.

Se, por outro lado, a reacdo dada pela Equacéao 1 for de ordem
zero, entdo o modelo do processo cinético desta reagdo seréd

v=——-—=k[A]° =k (19)

Integrando-a

[A] t
_L%ﬂM]=det 20)
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a equacao torna-se

[Ao] — [A] = kt e2y)

Neste caso, a propria concentracdo [A] em funcéo de t fornece
uma reta com coeficiente angular k.

Experimentacdo em Laboratorio

A reacdo quimica induzida experimentalmente foi a oxidacéo
de catecol catalisada pela enzima polifenoloxidase, extraida da batata.

C6H602 + %02 e—) C6H4_02 + H20

nzima

A referida enzima, que pertence ao grupo das oxirredutases,
catalisa a remogdo de hidrogénio do catecol, formando &gua e a
guinona correspondente. Os materiais utilizados na experiéncia foram:

e Solucdo de catecol 0,005 M;

o Extrato de batata;

o Agua oxigenada 10% em volume;
o Espectrofotdmetro UV-Visivel;
o Funil;

o Papel-filtro;

¢ Conta-gotas;

e Pipetasde 1 ml,2mle3ml;

o Gral (Almofariz);

o Pistilo;

e Cronbmetro.

J& o procedimento deu-se da seguinte forma: inicialmente,
amassou-se meia batata dentro de um gral, com o auxilio de um pistilo;
depois filtrou-se o extrato da batata (aproximadamente 1 ml),
depositando-o num béquer pequeno; a seguir, ligou-se o termostato,
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ajustando-o na temperatura desejada (25°C); feito isso, ligou-se o
espectrofotdmetro e acertou-se zero absorbancia no comprimento de
onda de 458 nm; na sequéncia, depositou-se numa cubeta 0,5 ml de
catecol, 2,5 ml de 4gua e uma gota de 4gua oxigenada 10% em volume,
e a cubeta no suporte da amostra no aparelho, deixando-o
termostatizar por 3 minutos, acertando zero absorbancia; entéo,
retirou-se a cubeta do aparelho e adicionaram-se duas gotas de extrato
de batata; agitou-se a solucdo e, novamente, a cubeta foi colocada no
aparelho; assim, fez-se a primeira leitura, disparando imediatamente o
cronémetro.

A partir de entdo foram feitas leituras de 20 em 20 segundos
durante 10 minutos e repetiu-se o procedimento para as seguintes
concentragdes de reagente:

e 0,75 ml de catecol, com 2,25 ml de agua (Experimento 2);
e 1 ml de catecol, com 2 ml de &gua (Experimento 3);
e 1,5 ml de catecol, com 1,5 ml de 4gua (Experimento 4).

Desse modo, foram realizados quatro experimentos variando-se
as concentragOes de reagente. 1sso porque para determinar a ordem da
reacado € preciso considerar a relacdo entre a concentragdo de reagente
e 0 tempo.

Analise do Experimento e Escolha do Modelo
Mateméatico

A ordem de uma reagdo quimica pode ser determinada
graficamente. Em uma reacdo de primeira ordem, conforme Atkins
(1997), distribuindo-se em um gréfico os valores de in[c]/[c,] em
funcdo de t, onde [C] é a concentra¢do em cada instante de tempo, t, e
[Co] € a concentracdo inicial; o resultado € a obtencdo de uma reta, ou
seja, tem-se uma relacdo linear entre as variaveis. Ja& em reacoes
quimicas de segunda ordem e de ordem zero, conforme Kotz e
Treichel (2002), as relagdes lineares se ddo, no primeiro caso, entre 0
inverso da concentracdo 1/[C] e o tempo e, no segundo, entre a propria
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concentracdo [C] e o tempo. Estas relacbes estdo mostradas nas
Figuras 1,2 e 3.

Figura 1 - Verificagdo grafica da relagdo entre 1/[C] e t

6 T T T T T
Experimento1
55k Experimento 2 x
Experimento 3 »
5.' Experimentod o
x
45p 0 *
»
. x
- 4Fo x
g : »
L] »
~ £l
T S "
u‘; r,
o
¥ "
El uc“; '-_
atx "
o ¥ oy
oty * s
254 e »
ot i oy
D";afg
v E
2t R BAAE
L] ¥y
Sog g,
15 1 1 L i L
0 100 200 300 400 500 600

t
Fonte: os autores

Figura 2 - Verificacdo grafica da relagdo entre In [C] / [Co] e t
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Figura 3 - Verificacdo grafica da relagdo entre [C] e t
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Pode-se observar, na Figura 1 e na Figura 2, que a reagdo nao
deve ser de primeira nem de segunda ordem, uma vez que as variaveis
claramente ndo apresentam relac6es lineares. Na Figura 3, por sua vez,
pode-se verificar uma tendéncia a linearidade entre as variaveis, o que
indica que a reagéo deve ser de ordem zero. Entretanto, para verificar
esse fato com maior clareza pode-se comparar os valores de [C], de In
[C)/[Cq] e de 1/[C], registrados experimentalmente, com 0s obtidos
por meio de regressGes lineares. Essas comparacfes estdo
apresentadas nas Tabelas 1, 2 e 3. Em todos os casos, a Diferenca
Absoluta Normalizada (DAN) foi calculada por

|[C]exp - [C]RLl
[C]exp + [C]RL

DAN = (22)
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onde [Clexpy € a meédia das concentragBes registradas
experimentalmente, [C]g, é a média das concentracGes estimadas pela

regressdo linear e |[Clexp — [Clre| € a média das diferengas entre
essas concentragoes.

Tabela 1 - Diferenga Absoluta Normalizada entre os valores de [C]
experimentais e obtidos por regressao linear

Experimento 1 | Experimento 2 | Experimento 3 | Experimento 4

DAN

9,92x 103 6,43 x 103 7,04 x 103 6,38 x 10 -3

Fonte: os autores

Tabela 2 - Diferenga Absoluta Normalizada entre os valores de 1/[C]
experimentais e obtidos por regressao linear

Experimento 1 | Experimento 2 | Experimento 3 | Experimento 4

DAN 36,96x10°3 | 31,89 x 103 | 34,02x 103 | 38,43x 10 -3

Fonte: os autores

Tabela 3 - Diferenca Absoluta Normalizada entre os valores de
In[C]/[C,] experimentais e obtidos por regressao linear

Experimento 1

Experimento 2

Experimento 3

Experimento 4

DAN

39,19x 103

34,46 x 103

3323 x 10 -3

34,60 x 10 -3

Fonte: os autores
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De fato, faz sentido que a reacdo considerada seja de ordem
zero, uma vez gque em uma reacdo dessa ordem a alteracdo da
concentracdo de um reagente ndo altera a sua velocidade,
diferentemente do que ocorre em reagdes de ordens maiores. Neste
caso, considerando-se a velocidade média em cada um dos quatro
experimentos realizados (dados apresentados na Tabela 4), nota-se
gue praticamente ndo houve alteracdo na mesma, ainda gque se tenha
variado a concentragdo do reagente, o que reforca o fato de que a
reacdo em questdo € realmente de ordem zero.

Tabela 4 - Velocidade média da reagdo em cada experimento

Experimento 1 E)Ege;gmn;g 2 Experimento 3 Experimento 4
(0,5 ml de catecol) <’:atecol) (1 ml de catecol) | (1,5 ml de catecol)
1,4x 103 1,3x10°3 1,1x10-3 1,4x 103

Fonte: os autores

Modelo Matematico

Ao se considerar uma reacdo hipotética do tipo

[T1+2[U] - 3[V] + [W] (23)

onde [T] e [U] s&o as concentracdes de reagentes e [V] e [W] sdo as
concentracBes dos produtos da reacdo, € importante destacar,
conforme Atkins (1997), que ha diversas velocidades associadas a ela
(uma para cada substancia envolvida na reacdo), de tal modo que
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dw] _1d[v] _—d[r] _ 1d[U] (24)
dt 3 dt dt 2 dt

onde a diferenca de sinal se da com o intuito de evitar um valor
negativo para a velocidade, uma vez que a concentragao do reagente é
decrescente e, portanto, com variacdo negativa, mas que podem ser
definidas como

_ 1d[c]

= - 25
v Ve dt ( )

onde vc € 0 nimero estequiométrico da substancia C, com valor
positivo se C for produto, e negativo, se C for reagente.

Considerando-se [C] a concentra¢do do unico produto de uma
reacdo de primeira ordem, tem-se entdo que a velocidade é
diretamente proporcional a concentracdo deste produto elevada a
primeira poténcia, isto é,

v=——=k|[C] (26)

onde k é a constante de velocidade.

Numa reacdo de segunda ordem,
v=——=k[C]? 27)

Analogamente, numa reagdo de ordem zero,
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v=2d (28)

gue é, portanto, 0 modelo que descreve a velocidade da reagdo
considerada neste trabalho.

Solucdo Analitica

O modelo apresentado na Equacgdo 28 é facilmente resolvido
analiticamente. Integrando-o

[c] t
d[C] = k f dt (29)
[Col 0
obtém-se
C(t) =kt + [Cy] (30)

onde k é o coeficiente angular da reta, que no presente trabalho foi
determinado pelo Método dos Minimos Quadrados, utilizando-se o0s
dados do Experimento 1, de forma que k = 0,0006. Ja as concentracoes
iniciais, em mol/L, por sua vez, tém valores distintos em cada
experimento: Co = 0,221 no primeiro; Co = 0,226 no segundo; Co =
0,171 no terceiro; e Co= 0,205 no quarto.

Solucdo Numérica

A equacéo diferencial que modela a velocidade dessa reacéo
quimica (Equagdo 28) também pode ser resolvida por meio de técnicas
numeéricas, como o0s métodos de Runge-Kutta (de primeira, segunda,
terceira e quarta ordem).
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Pelo método de Euler (Runge-Kutta de primeira ordem), tem-se
gue (RUGGIERO; LOPES, 1996):

[C]n+1 = [C]n + hf(tnv [C]n) (31)

onde h é o0 passo de integracdoen=1, 2, 3, ...
Mas para uma Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) do tipo

[C] =k (32)
tem-se que

f(tn, [Cln) =k (33)

para qualquer valor de n. Assim,

[Cln+1 = [Cln + hE (34)

Como o valor de k ja foi determinado anteriormente, com base
nos dados do Experimento 1 (k = 0,0006), fazendo-se h = 20, a
Equacdo 34 se resume a

[C]n+1 = [C]n + 0’012 (35)

Além do Método de Euler, os métodos de Runge-Kutta de ordens
maiores também poderiam ser utilizados para resolver o problema.
Entretanto, a aproximacao da equacdo da velocidade de uma reacdo de
ordem zero por Runge-Kutta, independentemente da ordem do
método, se resume ao método de Euler, pois como a EDO ¢é do tipo
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dado pela Equacdo 28, a forma geral do método de segunda ordem
(Euler Aperfeicoado) que, adaptada de Ruggiero e Lopes (1996), pode
ser escrita como

[Cluvs = 1€l + 2 (£t [€1) + £t + (€], + B e [C1,)] - (30)

volta a tomar a forma da Equacdo 34, uma vez que f(t,, [C],) =k
para quaisquer valores de t,, e [C],,.

Andlise dos Resultados

Os resultados obtidos resolvendo-se a equagdo diferencial, dada
pela Equacdo 28, analiticamente (Equagdo 30) e numericamente
(Equacéo 35) sdo apresentados nas Figuras 5, 6, 7 e 8, juntamente com
os dados coletados na realizagdo dos quatro experimentos. Nelas,
pode-se observar que o0s resultados analiticos e numéricos coincidem
e aproximam-se consideravelmente dos valores experimentais. Nos
Experimentos 1 (Figura 4), 2 (Figura 5) e 4 (Figura 7), o modelo prediz
muito bem as concentra¢cBes, ainda que no caso especifico do
Experimento 4 0 modelo apresente uma leve tendéncia a superestimar
os valores experimentais. No Experimento 3 (Figura 6), por sua vez,
0s valores experimentais sdo bem preditos até cerca de 250 segundos.
Apbs isso, os valores distanciam-se consideravelmente.
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Figura 4 - Comparagéo entre os resultados do Experimento 1
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Figura 5 - Comparagéo entre os resultados do Experimento 2
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Figura 6 - Comparagéo entre os resultados do Experimento 3
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No entanto, deve-se considerar que, em reacdes de qualquer
ordem, ao se aumentar a concentragéo de reagente, ou a velocidade se
mantém constante (reacao de ordem zero), ou deve aumentar (reacdes
de ordem n=>1). De fato, ndo é o que se observa no caso do
Experimento 3, em que a taxa de variacdo da concentracdo em funcéao
do tempo parece diminuir & medida que a concentracdo do reagente

aumenta, indicando uma possivel falha na execucédo do experimento.

No caso do Experimento 1, tem-se um erro relativo maximo de
6,2%, razoadvel pela magnitude dos valores, uma vez que o0 erro
absoluto maximo é de apenas 3 x 107, registrado no instante t = 600
segundos. No caso do Experimento 2, o erro relativo maximo € de
7,7%, pouco maior que o anterior, mas também admissivel, dada a
magnitude dos valores, sendo o erro absoluto maximo igual a 4,2 x 10°
2 registrado novamente no instante t = 600 segundos. Apenas no
Experimento 4 € que o erro relativo maximo torna-se um pouco maior,
igual a 9,6%, porém com erro absoluto de apenas 3,7 x 10, registrado
no instante t=260 segundos. Diante do exposto, pode-se entéo aferir
gue o modelo foi capaz de predizer, com razoavel precisdo, as
concentracdes do produto da reacdo considerada, independentemente
do método de resolucdo utilizado (analitico ou numérico), uma vez
gue os dois procedimentos forneceram os mesmos resultados.

Considerac0es Finais

Conforme destaca Bassanezi (1999), modelo matematico
consiste em equacOes desenvolvidas para representar algum fenémeno
real, sendo que a sua aceitagdo depende, por esséncia, dos objetivos e
da disponibilidade de recursos do modelador, ndo sendo a
complexidade uma caracteristica fundamentalmente necessaria ao
modelo, uma vez que em determinadas situagfes um modelo parcial e
simples pode ser de maior utilidade do que um modelo complexo.

Nesse contexto, no presente trabalho foi descrita uma pratica
académica de modelagem em que induziu-se uma rea¢do quimica em
laboratdrio, com a finalidade de registrar os valores da absorbancia de
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tempo em tempo para, assim, determinar a ordem da reagdo e
estabelecer pardmetros de comparagdo para os resultados obtidos,
empregando-se modelos matematicos. Determinada a ordem da
reacdo, foi definido o modelo matematico a ser resolvido: um modelo
baseado em uma Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira
ordem. A resolucdo analitica se deu na sequéncia. Para a resolucéo
numérica, dentre os varios métodos existentes para a resolucdo de
EDOs, foram escolhidos os de Runge-Kutta, que, pela simplicidade da
equacdo envolvida, resumiram-se ao método de Euler (Runge-Kutta
de primeira ordem). Em ambos os casos (resolugdes analitica e
numérica), foram registradas as concentragdes do produto em
instantes de tempo, visando a comparacao destes valores com os dados
experimentais, objetivando a validagdo do modelo, que ocorreu na
sequéncia, quando verificou-se a capacidade dele de representar, com
precisdo, o fendmeno quimico real.
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desenvolvida com o uso de diferentes recursos e com aplicabilidade
de conceitos teorizados ao longo do curso.

Dessa forma, a Modelagem torna-se importante no processo de
ensino e aprendizagem porque permite a realizagdo de atividades de
exploracdo e investigacdo, que se caracterizam por apresentar
objetivos pouco estruturados, mas que, por meio de formulagdes,
experimentacdes e aperfeicoamentos, vdo sendo melhorados. Para
Bassanezi (2015), faz-se necessério buscar alternativas de ensino e
aprendizagem que facilitem a compreensdo da matematica e sua
utilizacdo. Segundo o autor, a Modelagem Matematica é capaz de unir
teoria e préatica, motivar o aluno no entendimento da realidade que o
cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transforma-la. “A
modelagem é o processo de criagdo de modelos em que estdo definidas
as estratégias de acdo do individuo sobre a realidade, mais
especificamente sobre a sua realidade, carregada de interpretacdes e
subjetividades proprias de cada modelador” (BASSANEZI, 2015, p.
15, grifos do autor).

Biembengut e Hein definem a Modelagem Matematica como
um processo

[...] que envolve a obtencdo de um modelo. Este, sob certa Optica,
pode ser considerado um processo artistico, visto que, para se
elaborar um modelo, além do conhecimento de matematica, o
modelador precisa ter uma dose significativa de intuicdo e
criatividade para interpretar o contexto, saber discernir que
conteido matematico melhor se adapta e também ter senso ludico
para jogar com as varidveis envolvidas (2003, p. 12).

Assim, esta metodologia de ensino esta diretamente relacionada
a necessidade de privilegiar, nas atividades curriculares, a
possibilidade de o estudante escolher temas relacionados com a sua
realidade e o seu interesse, onde o principal objetivo ndo é de se chegar
a um modelo, mas, por meio das etapas e processos, aonde o contetido
matematico vai sendo sistematizado e aplicado.
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Para Barbosa,

[...] o ambiente de Modelagem esta associado a problematizacédo e
investigacdo. O primeiro refere-se ao ato de criar perguntas e/ou
problemas enquanto que o segundo, a busca, selecdo, organizacdo
e manipulacdo de informacbes e reflexdo sobre elas. Ambas
atividades ndo sdo separadas, mas articuladas no processo de
envolvimento dos alunos para abordar a atividade proposta (2004,
p. 75).

Nesse sentido, o docente tem a missdo de cativar os estudantes
para esse ambiente de aprendizagem, mediante um convite a
investigacdo, despertando a curiosidade e levando os estudantes a
formularem hipéteses, na procura de comprovacgdes ou reformulagdes.

[...] A modelagem matematica no ensino pode ser um caminho
para despertar no aluno o interesse por topicos matematicos que
ele ainda desconhece, ao mesmo tempo que aprende a arte de
modelar, matematicamente. 1sso porque é dada ao aluno a
oportunidade de estudar situa¢es-problema por meio da pesquisa,
desenvolvendo seu interesse e agucando seu senso critico
(BIEMBENGUT; HEIN, 2003, p. 18).

Assim, por meio da Matematica, os estudantes buscam
compreender, explicar e contraditar as indaga¢des formuladas sobre a
situacdo originada em outras &reas do conhecimento.

Procedimentos Metodologicos

Ao longo do processo formativo do estudante de Licenciatura
em Matematica, é massiva a teorizacdo de diversos conceitos de
Matematica, desde funcdes e geometria até equacGes diferenciais e
nogdes de programacdo. No entanto, s&o quase inexistentes momentos
de problematizacGes praticas ou de investigacbes que busquem
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solugdes de problemas reais. A Modelagem Matematica, quando
existente nos curriculos desses cursos, subverte essa sequéncia,
levando o estudante a pensar sobre outra perspectiva. Ocorre que, na
maioria dos casos, sdo estudados conceitos tedricos e, posteriormente,
sdo exemplificadas possiveis aplicacbes. Na Modelagem Matematica,
ocorre 0 processo inverso, ou seja, diante de um fendmeno real ou da
necessidade de busca por solucdo de um problema observado, o
estudante utiliza ferramentas tedricas e tecnoldgicas para realizar a
investigacdo, analisar o fendmeno e apontar solugfes ou fatores de
otimizagoes.

No inicio da disciplina de Modelagem Matematica do IFRS-
Campus Bento Gongalves, sdo estudados os principais modelos
classicos abordados nesse componente curricular, tais como
Crescimento Populacional, Resfriamento de Newton, Contaminagéo
de Doengas, Massa Mola, Péndulo, Misturas, Drenagem de Tanque.
Em seguida, o professor lanca a proposta de defini¢cdo de um tema para
pesquisa, com preferéncia por aqueles em que possam ser realizadas
medicOes experimentais, sugerindo modificagdes ou variagdes dos
modelos cléssicos estudados. No entanto, ndo é vedada a escolha de
temas ndo ligados aos modelos cléssicos.

Nas aulas da referida disciplina, também sdo apresentadas
metodologias de medices e coleta de dados, tais como fotos, videos
com captura de dados via software Tracker, uso de sensores
eletrbnicos com plataforma Arduino, uso de sensores mecanicos ou
digitais (termémetros, mandmetros, paquimetros).

Em seguida, a turma é dividida em grupos e tem-se o periodo
de definicdo dos temas. Inicialmente, os estudantes apresentam ideias
e propostas de temas de estudos e de realizacdo de episodios de
Modelagem Matemaética. Juntamente com os professores envolvidos e
demais colegas da turma, os temas propostos pelos grupos sdo
avaliados a partir do desenvolvimento da pesquisa, considerando-se as
possibilidades de se realizar num semestre e em duas disciplinas.
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Uma vez aprovado o tema de cada grupo de estudantes, o
processo que segue é o aprofundamento tedrico do tema escolhido. Em
seguida, tem-se o processo de obtenc¢éo de modelos ou uso de modelos
classicos com possiveis adequagcbes ou  aprimoramentos.
Posteriormente, segue a realizagdo de atividades experimentais para
obtencdo de dados, validacdo de modelos e/ou obtencdo de
parametros. Por fim, é elaborado um artigo ou resumo expandido €, no
ualtimo encontro do semestre, cada grupo de estudantes apresenta para
0s demais colegas sua experiéncia e os resultados alcancados,
elencando potencialidades e fragilidades da atividade.

Neste capitulo, faremos a descri¢do de trés trabalhos realizados
pelos estudantes na disciplina de Modelagem Matematica do primeiro
semestre do ano de 2019.

Resultados e Discussoes

Conforme descrito acima, a experiéncia teve um periodo inicial
no qual os estudantes formaram equipes e definiram os temas de
investigacdo, seguido do aprofundamento teérico, da obtencdo de
modelos e da realizacdo de experimentos para, finalmente, realizarem
discussfes e sintetizarem a experiéncia em um texto. Detalhamos, a
seguir, cada uma dessas etapas para os trés trabalhos escolhidos.

Sobre o0s Temas Abordados na Disciplina de
Modelagem Matematica

Os trés trabalhos que aqui apresentamos e discutimos séo
propostas bastante distintas, nas quais os estudantes, sob orientacao
dos professores, obtiveram resultados bastante satisfatérios ante a
proposta da realizacéo da atividade interdisciplinar entre Modelagem
Matemaética e Equacdes Diferenciais.

O primeiro trabalho que aqui apresentamos (Grupo 01) teve por
titulo “Dindmica Populacional de Fungos Causadores de Doengas de
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Tronco em Videiras”. Esse trabalho se constituiu a partir de uma
problematica enfrentada na regido da Serra Galcha relativa aos
estudos de Fitossanidade. O tema do trabalho esteve voltado para
entender a dindmica do crescimento de fungos causadores de doencas
de tronco em videiras. O objetivo central foi estudar o crescimento
desses fungos, comparar com 0s modelos classicos de crescimento
populacional, determinar pardmetros e identificar peculiaridades por
meio da realizacdo de testes experimentais através da criacdo de
colénias de fungos em placas de Petri (Figura 1).

Figura 1-TD 1117, vigésimo dia de experimento (05/05/2019)

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 01

O segundo trabalho (Grupo 02) que escolhemos teve por titulo
“A Modelagem Matematica do Escoamento de Liquido entre Vasos
Comunicantes”. Surgiu a partir de um desafio langcado por um
professor de Fisica associado a uma outra problematica da producéo
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de vinhos, que é a chamada trasfega®. O processo de drenagem de
tanques € um modelo cléssico estudado no componente curricular de
Modelagem Matemaética; no entanto, considera o escoamento livre por
um orificio. Nesse caso, a problemética constitui-se em modelar o
escoamento de um tanque com maior altura de liquido para um com
menor altura até que entrem em equilibrio mediante uma ligacao
fechada. O objetivo do trabalho foi determinar uma equacdo que
fornecesse a altura do liquido em fungdo do tempo, a partir das
caracteristicas geométricas dos recipientes, durante o periodo de
escoamento, bem como o tempo necessario para a obtencdo do
equilibrio (Figura 2).

Figura 2 - Esquema representativo da dindmica do liquido

=
=005

z,-36

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 02

L A trasfega constitui-se no processo de transferir o liquido de um recipiente
para outro, limpando-o do sedimento.
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O terceiro trabalho destacado (Grupo 03) teve por titulo
“Tractrizz Uma Abordagem na Perspectiva da Modelagem
Matematica e da Geometria dos Rastros”, tendo se constituido a partir
de um desafio proposto nas atividades complementares de um livro de
Equacdes Diferenciais. O trabalho traz discussdes sobre uma curva
particular, do conjunto de curvas de perseguicao, a Tractriz. Essa é a
curva que decorre do movimento de um bloco sendo puxado por uma
corda de comprimento constante. Essa corda, inicialmente
posicionada na vertical, quando deslocada sua extremidade oposta ao
bloco, na dire¢do horizontal, o caminho descrito pelo bloco sera a
curva de perseguigdo Tractriz (Figura 3). O objetivo do trabalho foi
obter a equagdo caracteristica da Tractriz e avaliar,
experimentalmente, a partir do rastro da roda traseira de uma bicicleta,
cujo movimento se inicia perpendicular a roda dianteira.

Figura 3 - Curva de perseguicao Tractriz

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 03

Sobre o Aprofundamento Tedrico e a Obtencdo de
Modelos

A Modelagem Matematica é a descri¢do ou representacao de
um fenbmeno, por meio de equagdes, simbolos ou férmulas
matematicas. Nesse processo, sdo muitas as possibilidades de uso
dessas ferramentas matematicas. No entanto, dependendo do nivel de
ensino que esta sendo trabalhado, algumas possibilidades ficam mais
restritas, como é o caso do uso de Equacdes Diferenciais. Para esta
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experiéncia, como a atividade foi desenvolvida em conjunto com o
componente curricular de Equacdes Diferenciais, todos os trabalhos,
obrigatoriamente, precisavam apresentar discussdes sobre a solucdo
analitica das Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDOs)
representativas dos modelos.

O trabalho que tratou da dindmica de fungos causadores de
doencas em videiras discutiu as solu¢des dos modelos classicos de
Malthus, Verhulst e Gompertz, caracterizados por Equagdes
Diferenciais de primeira ordem, com énfase para a determinacdo da
constante de crescimento e da capacidade de suporte com base no
comportamento dos dados experimentais. Por se tratar de um estudo
no qual a popula¢do aumenta a cada periodo de tempo, a énfase foi
dada aos modelos matematicos relacionados a dinamica populacional.

O modelo de Malthus toma por preceito que uma populacgéo é
proporcional a propria populacdo e cada periodo de tempo
(BASSANEZI, 2009). Esse modelo é definido pela seguinte equacao

diferencial:
dP
— =7rP 1
il (1)

cuja solucdo analitica resulta na fungdo exponencial:
P(t) = Pye™ )

sendo que P, representa a populacdo inicial, r representa a taxa de
crescimento (que neste caso, sempre é constante) e t o tempo.

Pelo fato de que esse modelo néo estabelece um limite méximo
de individuos para a populagdo, afirmando que a populacdo estaria
crescendo infinitamente, tornou-se pouco adequado a situacdo. Por
essa razdo, os modelos de Verhulst (1837) e de Gompertz (1825)
estariam mais adequados ao estudo.
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Conforme nos diz Bassanezi (2009), “o Modelo de Verhulst
supBe que uma populacdo, vivendo num determinado meio, devera
crescer até um limite maximo sustentavel, isto é, ela tende a se
estabilizar” numa capacidade suporte k. Ja 0 modelo de Gompertz,
ainda de acordo com Bassanezi (2009), utiliza uma taxa de inibicdo da
variavel de estado proporcional ao logaritmo dessa variavel.

O modelo de Verhulst é dado por:

2 (s-2)

cuja solucdo analitica, obtida pelo método da separacdo de
variaveis, é dada por:

kP,

PO = 5 T = Pyet 4)

Ja 0 modelo de Gompertz é dado por:

dP
i P(a — bin(P)), (5

cuja solugdo analitica também pode ser obtida pelo método da
separacao de variaveis, € dada por:

P(t) = eb=" (6)
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sendo que, nesta equacao, & — In(k): onde k é a capacidade suporte
b
conhecida.

O trabalho do grupo 03 (curva Tractriz) parte da caracterizagédo
dessa curva a partir das chamadas curvas de perseguicdo! e usa
relacdes algébricas e geométricas da geometria analitica, inclinacdo da
reta como taxa de varia¢do e parametrizacdo por meio de coordenadas
polares.

dy y

NS "

A solucdo obtida pelo método da separacdo de variaveis,
valendo-se da parametrizacdo y = ¢ - sen(f), sendo g o angulo
formado pela corda e o sentido do deslocamento é dada,
implicitamente, por:

e+./e2 —y?
x:e-ln(%)— g2 —y2 (8)

na qual £ é o comprimento da corda.

O trabalho sobre escoamento de liquidos demandou uma
familiarizacdo com conceitos da hidrodindmica, tais como a Equagéo
da Continuidade e a Equacdo de Bernoulli. A caracterizacdo dos
recipientes foi definida a partir de suas caracteristicas geométricas, tais
como raio da base e altura de cada recipiente e raio do tubo de ligagédo

1 Em uma curva de perseguicdo, o perseguidor move-se apontando sempre
diretamente para o perseguido e a velocidade do perseguidor é diretamente
proporcional a do perseguido.
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entre os recipientes. Diante disso, a variacdo da altura em funcdo do
tempo resultou numa equacdo diferencial dada por:

dz

aka/Z—Ze )

sendo z, a altura de equilibrio final do liquido e k a constante obtida
pelas medidas geométricas do recipiente dada por:

k=—— _'ﬂSl‘I’SZ (10)
S1y So

naqual s, € a area da secdo transversal do tubo de comunicagdo entre
0s dois recipientes, s, e8,a area da base dos recipientes 1 e 2,
respectivamente, e g a constante gravitacional. A solugdo analitica
dessa equacdo diferencial, obtida pelo método da separacdo de
variaveis, resulta em:

So S1
z(t) = z, + ,/zo+ze—E 2g<1+£>-t (11)
onde z, € a altura inicial do liquido.

Sobre a Realizac¢do dos Experimentos

A parte experimental sempre é um grande desafio na realizacéo
de episodios de Modelagem Matematica, pois exige o dominio de
algumas técnicas de mensuracao e coleta de dados para a obtencédo de
resultados precisos e satisfatorios. No curso de Modelagem
Matemética do campus Bento Gongalves do IFRS, sdo estudadas
algumas técnicas que ddo mais precisdo de acordo com cada
circunstancia. Os cléssicos fita métrica, paquimetro, balanca e
termdmetro sempre sdo de grande utilidade na obtencdo de dados
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experimentais; no entanto, algumas técnicas mais apuradas podem
fornecer maior e mais preciso conjunto de dados. No caso de
fendbmenos dindmicos lentos, que levam vérios dias, pode ser
estratégica a utilizacdo de fotos; j& para dinamicas rapidas o uso de
filmagens pode gerar grandes conjuntos de dados e maior precisao.
Nesse sentido, uma excelente ferramenta é o software Tracker, que
realiza automaticamente a captura de dados para cada quadro da
filmagem.

A coleta de dados, por meio de sensores eletronicos, geralmente
fornece dados bastante precisos e em grandes quantidades. No entanto,
pode gerar altos custos e demandar a instalacdo de bancadas
experimentais complexas. Contrariando essa ldgica, recentemente
vem ganhando espago, nas pesquisas, 0 uso de sensores controlados
pela plataforma de prototipagem eletronica Arduino. Com baixo custo
e grande versatilidade, pode gerar conjuntos de dados amplos e
bastante precisos. Nela, podem ser configurados sensores, tais como
de distancia, temperatura, umidade, contagem.

Nos episddios de Modelagem Matematica aqui relatados, no
trabalho sobre fungos foi realizada a mensuragdo diaria do diametro
ocupado pelo fungo utilizando-se de régua e marcagdes na placa de
Petri (Figura 4). O trabalho foi realizado com o auxilio de um
professor da area de Fitossanidade e utilizando-se o laboratério de
Fitopatologias da instituicdo. Para tal, foi criado 0 meio de cultivo
denominado BDA (Batata Dextrose Agar), utilizado em pesquisas da
area.
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Figura 4 - TD 1110, sexto dia de experimento (21/04/2019)

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 01

Jé& para o episddio da dinamica do liquido, foi utilizado Arduino
com um sensor de distancia. Nesse caso, um sensor de distancia a laser
foi colocado na extremidade do tanque com maior volume inicial e
capturados os dados da variagdo da distancia ao longo do escoamento
do liquido para o outro recipiente (Figura 5). Para a realizacdo do
escoamento, foi enchido um dos tanques, enquanto o tubo de conexdo
era mantido fechado. Ap6s a liberagcdo da passagem do liquido pelo
tubo, houve o escoamento até a posicdo de equilibrio.
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Figura 5 - Posicao de equilibrio

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 02

No caso do trabalho da Tractriz, foram utilizados fita métrica e
paquimetro para determinar a variagdo do rastro deixado pela roda da
bicicleta no papel (Figura 6). Para a demarcacdo do rastro, foi
espalhada tinta fresca na extremidade da roda.

Figura 6 - Marcagdo da Tractriz utilizando papel

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 03
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Sobre os resultados apresentados pelos trés grupos

Apos a coleta de dados, estes foram tabelados e inseridos no
software Scilab para plotagem dos gréficos de dispersdo e posterior
comparacdo com a curva teoérica dada pelo modelo matematico. No
trabalho sobre fungos (Grupo 01), as discussdes se deram
predominantemente com relacdo a determinacdo da constante de
crescimento, uma vez que a populacdo inicial era conhecida e a
capacidade suportada era a area total da placa de Petri. Nesse trabalho,
foram testadas duas espécies de fungo. Para uma delas, a espécie DT
1110, o modelo de Verhulst representou satisfatoriamente a dindmica
de crescimento, como ilustra a Figura 7.

Figura 7 - Simulacdo do Modelo de Verhulst para o fungo TD 1110

MODELO DE VERHULST TD 1110

Area do fungo (cm"2)

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 01

Ja paraaespécie DT 1117, o fungo néo cresceu até a capacidade
suporte e apresentou comportamento bastante discrepante com relagédo
ao modelo de Verhulst, conforme a Figura 8.
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Figura 8 - Simulacdo do Modelo de Verhulst para o fungo TD 1117

Area do funge (em*2)
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Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 01

Diante disso, as estudantes testaram o modelo de Gompertz,
porém, mesmo assim o resultado ndo foi satisfatério, como mostra a

Figura 9.

Figura 9 - Simulacdo do Modelo de Gompertz para o fungo TD

Area do funge (cm*2)

MODELG DE GOMPERTZ T 1117
® *EE
P
L
464 * ¥
5
*
ot
a0
s
35 4 *
*
304 *
25 *
*
204
*
15 o .
104 *
5
o T T T T
0 10 15 20 25

Tempa (dias)

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 01
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Para o trabalho do escoamento de liquidos (Grupo 02), os dados
experimentais mostraram-se bastante discrepantes em relacéo a curva
tedrica simulada para 0s mesmos parametros do experimento (Figura
10). Diante disso, a discussdo principal se deu sobre o0s erros
identificados.

Figura 10 - Gréafico dos modelos tedrico e experimental, no software

3 : 2
Scilab
032
i@ @ @ Grafico de dispersdo dos pontos do experimento
034 Altura de equilibrio
’ Grafico do modelo tedrico com a equagio da resolugdo da equagio diferencial
~
028 \\"o'.'~
0.26 o b
e
\ ~,
0244
‘e
0224 “
h.‘
024 ~
o.“
e
0.18 R -
] ot
.,
-
0.16 - [t
=%
0.14 T T T T T T T T T T T T

T
0 1 2 3 4 5 8 7 8 ) 10 1" 12 13 14

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 02

Ocorre que 0 modelo retrata uma situacdo de escoamento ideal,
ou seja, sem considerar uma série de fatores, tais como atrito e
turbuléncia, entre outros que chamamos de perda de carga. Por essa
razdo, foi construido o grafico de erros, que apresentou
comportamento semelhante a uma parabola, obrigando a um ajuste
quadratico para modelar o erro decorrente da soma da perda de carga
do escoamento, como mostra a Figura 11.
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Figura 11 - Gréfico da regressdo polinomial de ordem 2 a partir dos
pontos do erro, no software GeoGebra

123 3 XY
Ix w5 X5

Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 02

Com relag&o ao trabalho sobre a curva Tractriz (Grupo 03), ja
era esperado que o resultado experimental se aproximasse muito da
curva tedrica, por se tratar de um fenémeno cuja representacdo pelo
modelo ndo era uma simplificacdo da realidade, conforme mostra a
Figura 12.

Figura 12 - Curva Tractriz ideal com pontos experimentais
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Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 03
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No entanto, ao construir o grafico de erros foi observada uma
discrepancia significativamente maior no inicio da trajetoria,
conforme podemos visualizar na Figura 13.

Figura 13 - Gréfico de erros
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Fonte: Extraida do trabalho entregue pelo Grupo 03

A tendéncia do erro apresentou um comportamento semelhante
ao da prdpria curva Tractriz, diminuindo de amplitude ao longo da
curva. Apds meio metro, o erro ficou sempre abaixo de um por cento,
podendo ser considerado uma imprecisdo das medi¢Ges. Mesmo
assim, permaneceu sempre positivo e com maior amplitude no trecho
inicial, levando os autores a acreditarem que havia algum fator ndo
considerado na representacao do rastro da roda traseira da bicicleta por
meio de uma curva Tractriz.

Consideracoes Finais

A abordagem de situacbes envolvendo a realidade dos
estudantes em sala de aula possibilita um conhecimento matematico
mais significativo, visto que, mediante o levantamento de dados e a
experimentacdo, conduz ao desenvolvimento e a aplicacdo de
conceitos matematicos. Além disso, proporciona maior interesse,
entusiasmo e motivacao pelos contetdos abordados em sala de aula,
corroborando para a formacao de sujeitos criticos e reflexivos.



80 | Experiéncias de Modelagem no Ensino de Matematica

A realizacdo de experimentos é uma atividade que gera grandes
expectativas por parte dos estudantes, uma vez que, raramente, esse
tipo de atividade é proporcionado ao longo do curso de licenciatura.
Nesse aspecto, destacamos um grande envolvimento dos grupos nessa
etapa do trabalho.

A vivéncia dessas experiéncias nos levam a uma série de
reflexdes com relacdo a pratica da Modelagem Matematica na
Licenciatura. Bassanezi (2011) destaca que a Modelagem Matematica
deve seguir uma série de etapas, entre elas a modificacdo, ou seja, a
Gltima etapa no processo, em que os modelos podem ser melhorados,
se necessario, e sua reformulagdo se torna fundamental no processo.
Diante disso, ressaltamos que, nas experiéncias vivenciadas, nao
houve essa etapa de aprimoramento ou redefinicdo de modelos em
funcdo do tempo e da propria proposta da atividade, atinente a um
componente curricular e ndo a uma pesquisa cientifica propriamente.
O trabalho sobre o crescimento de fungos foi apresentado no Saldo de
Iniciagdo Cientifica da Instituicdo, sendo, inclusive, agraciado com
prémio de destaque da secdo. J& o trabalho sobre a Tractriz foi
publicado em um periddico da area de Matematica Aplicada com
Quialis B1
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Célculo do Volume de Silos
Trincheira

Anderson Pival
Bruna Miecoanski?
Pedro Augusto Pereira Borges®

Introducao

O interesse pela modelagem de silos foi provocado inicialmente
pela proposta de elaboracéo de modelos matematicos na disciplina de
Célculo B* do curso de Matematica - Licenciatura da Universidade
Federal da Fronteira Sul (UFFS) no ano de 2019 e pela vivéncia da
Bruna (coautora desse trabalho), como filha de agricultores. A familia
da Bruna cria gado leiteiro e de corte no Rio Grande do Sul e utiliza a
silagem de plantas forrageiras® como estratégia para dispor de
alimento para os animais ao longo do ano.

L Aluno do Curso de Mateméatica da UFFS. E-mail: andersopiva@hotmail.com.

2 Aluna do Curso de Matematica da UFFS. E-mail: brunamiecoanski@gmail.com.

3 Professor do Curso de Matematica UFFS. E-mail: pedro.borges@uffs.edu.br.

4 Em Caélculo B, os projetos de modelagem sdo desenvolvidos paralelamente ao
programa tradicional de ensino de integrais, com aulas expositivas, exemplos,
aplicagdes e exercicios. Os alunos escolnem um tema, um problema, desenvolvem
os modelos, escrevem um pequeno artigo e apresentam os resultados para a turma.

5 0 milho e o sorgo, dentre outras, sdo plantas forrageiras utilizadas para silagem.
Para o milho, a matéria seca (0 teor de matéria seca € a razdo entre a massa de
matéria seca e a massa de matéria imida) no momento da colheita deve estar entre
33 e 37%. (MIRANDA, RESENDE; VALENTE, 2002, p. 1)
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O problema inicial de modelagem proposto por Anderson e
Bruna, foi determinar o volume de um silo trincheira real, motivados
pela possibilidade de aplicar conceitos do calculo integral para
determinar volumes de solidos irregulares. Ao observar o local,
verificaram que o silo apresentava irregularidades (a base e as paredes
ndo eram planos perfeitos, assim como a cobertura ndo era uma
superficie regular), o que exigiu a formulacdo de hipdteses
simplificadoras, tais como sec¢des transversais trapezoidais e curvas da
superficie regulares e simétricas. Com isso em mente, realizaram uma
série de medidas com o méaximo de precisdo possivel, na tentativa de
colher dados do silo real, descrita na segunda secao.

No decorrer do trabalho, perceberam que seria mais proveitoso
desenvolver métodos para calcular o volume de silos trincheira em
geral, sendo aquele dos pais da Bruna um caso particular. Assim, 0s
métodos poderiam ser Gteis para calcular volumes de silos com
quaisquer medidas e atender as variaveis do empreendimento rural
(ndmero e espécie de animais, tipo de forrageira e periodo de
alimentagdo) e as caracteristicas topograficas da propriedade. Para
resolver tal problema, desenvolveram, de forma algébrica e
algoritmica, quatro métodos de célculo do volume, descritos e
discutidos na terceira segao.

Resolvidos os problemas de modelagem, na quarta secdo, é
apresentada uma analise da experiéncia como parte do componente
curricular de célculo, discutindo-se as abordagens e caracteristicas dos
contetudos matematicos envolvidos nos modelos e descritas algumas
possibilidades de ensinar e aprendé-los, paralelamente ao processo de
modelagem.

Alimentacdo Animal, Dimensdes e Métodos de
Medicao do Silo Trincheira

A silagem € um processo de armazenamento e conservacgao do
alimento animal em construcdes (silos). A qualidade do alimento, por
sua vez, depende das condi¢Bes de armazenagem. A manutengdo dos
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nutrientes da forragem depende basicamente de evitar o
apodrecimento por excesso de umidade provocado pela infiltracdo de
agua da chuva e perda de matéria organica, devido a saida de agua
com nutrientes da massa vegetal, conhecida como chorume. O
envolvimento da forragem com lonas pléasticas é um procedimento de
protecdo contra a infiltracdo pelo solo e pela &gua da chuva.
Particularmente, o formato curvo da cobertura se justifica para evitar
a formacdo de pogas e minimizar a infiltrag&o pelas emendas das lonas
na superficie superior. O chorume, por sua vez, pode ser retirado por
gravidade, o que é resolvido construindo a base do silo com uma
pequena inclinagdo nas dire¢Bes transversal e longitudinal.

No planejamento da producdo animal, o dimensionamento do
silo tem sua importancia, pois pode minimizar gastos desnecessarios
ou evitar falta de alimento, com um super ou subdimensionamento,
respectivamente. Assim, conhecendo a quantidade de gado a
alimentar, o consumo diério de forrageira por animal e a densidade da
forrageira é possivel determinar o volume do silo necessario para o
armazenamento, pela Eq. (1).

y oo PCN (1)

Onde V é o volume do silo (m®),

P ¢é o periodo de alimentacéo (dias),

C é o consumo diario por animal (kg/dia.unidade),
N é o nimero de animais (unidade) e

d é a densidade da forrageira seca (kg/m®).

A forma geométrica do silo deve atender a critérios de
praticidade (carga e descarga) e protecdo da massa (evitar infiltracbes
e descartar liquidos). Existem diferentes tipos de silos para forrageiras,
variando o formato, a forma de descarregamento e 0s materiais de
construcdo. Vilela define dois tipos:
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[...] os silos horizontais e os verticais. Entre os verticais, também
conhecidos como silos cilindricos, encontram-se 0 meia-encosta,
o cisterna e o torre. Entre os horizontais tem-se o trincheira, o de
superficie simples sem protecdo lateral, e o de superficie com
protecdo lateral tipo "bunker". (VILELA, 1985, p. 6)

O silo trincheira, escolhido como objeto de modelagem deste
trabalho, tem secdo transversal trapezoidal. Como a forragem fica
envolvida em lona plastica, seu custo é baixo e a construcdo é simples
em relacdo aos demais. Talvez por isso e pela eficiéncia na
conservagdo da massa, seja muito empregado no sul do Brasil.

Os modelos desenvolvidos neste trabalho referem-se aos silos
trincheira de paredes laterais inclinadas, sem caimento longitudinal,
como o da Fig. 1a, cujo esqguema com eixos cartesianos e variaveis é
mostrado na Fig. 1b.

Figura 1 - (a) Silo trincheira antes do carregamento; (b) Esquema
geral do silo trincheira

Fonte: os autores
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A cobertura é uma superficie curva com simetria em relacéo ao
plano YZ. Para descrevé-la, foram consideradas onze secdes
transversais Si, onde i =0,1,2,3,... 10, que passamemy =0,2,4,6,...,20
m, mencionada na primeira e segunda colunas, respectivamente,
Tab.1. Em cada uma dessas sec¢des, foram escolhidos trés pontos, nas
posicBes x = 0; 1 e 2,12 m para determinar a coordenada z dos pontos
(x,y,z) da cobertura. As alturas em x = -1 e -2,12 m foram consideradas
idénticas aquelas da outra metade. Com duas ripas, uma colocada na
horizontal, com um nivel de bolha, na dire¢cdo X, apoiada no ponto
maximo da curva (x=0) e outra vertical, colocada na posicdo x do
ponto, foram medidas as distancias (p) entre a ripa e a cobertura. As
coordenadas z, foram obtidas subtraindo a altura maxima da cobertura
(H em x = 0) das disténcias p. Os resultados estdo apresentados nas
colunas 3, 4 e 5 da Tab. 1. As expressdes do volume de cada modelo
foram deduzidas para casos gerais, com bases b e B e altura h e H,
variaveis para cada secdo. Porém, neste trabalho, para efeito de
calculo, foram consideradas constantes.

Evidentemente, a simetria ndo é perfeita, assim como a
superficie da cobertura ndo é regular. Porém, tais simplificaces ndo
interferem significativamente no volume total de silagem e sdo
aceitaveis nos trabalhos de modelagem, visto que o real é
extremamente complexo e por isso, impossivel de ser contemplado em
toda a sua plenitude em modelos matematicos.
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Tabela 1 - Dimens@es do silo trincheira (m)

So 0 0,62 0,60 0,56
S1 2 0,68 0,66 0,61
S2 4 0,75 0,73 0,67
Ss 6 0,76 0,74 0,70
Sq 8 0,80 0,78 0,72
Ss 10 0,87 0,83 0,74
Se 12 0,92 0,88 0,77
S7 14 0,97 0,92 0,80
Ss 16 1,05 0,98 0,83
So 18 1,08 1,01 0,84
S1o 20 1,09 1,03 0,86

Fonte: os autores

Modelos para Calcular o Volume e a Capacidade do
Silo

Os processos de modelagem que envolvem muitas hipoteses,
dados e longas sequéncias de calculos, tendem a ser complexos do
ponto de vista matematico e operacional, ja que exigem conteidos
geralmente do ensino superior e sua execucdo depende do uso de
planilhas eletrdnicas ou programas de computador. Por isso, a
comparagdo de modelos obtidos a partir de diferentes hipoteses é um
recurso para verificar, se 0s resultados de cada um deles, sdo coerentes
entre si. Nesta se¢do, sdo apresentados quatro modelos para o Calculo
do volume do silo. Os Modelos I e Ill foram desenvolvidos como
trabalho de modelagem de célculo B por Anderson e Bruna. Ao cursar
0 Célculo C (fungGes de mais de duas varidveis), a dupla retomou o
problema e propds 0 Modelo 1V. O Modelo Il foi elaborado apds essas
experiéncias e se insere neste trabalho como uma possibilidade de
exploracdo de procedimentos matematicos.
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Modelo I: médias de retdngulos

O método da média dos retangulos consiste em dividir o sélido
em 10 elementos de volume cujas faces paralelas sdo as se¢oes Si, Sz,
..., S0 € as espessuras sao as diferencas Ay = yi+1 -i, parai=0,1,2,..,9.
Para calcular o volume desses elementos, foi considerada uma
aproximacao da area dessas se¢des, multiplicada pela espessura dos
respectivos elementos. A soma dos volumes desses elementos é
aproximadamente o volume do silo.

Observando-se a Fig. 2, a area da secéo transversal BDEGI esta
entre as areas dos retangulos ACFH ¢ B’DEG’. A area da secdo
transversal é aproximadamente a média aritmética das areas desses
retangulos. Assim, multiplicando-se tal média pelo respectivo
comprimento Ay, obtém-se o volume aproximado de cada elemento.
O volume do silo é a adigdo dos 10 elementos, como mostrado na Eq.

(2).

V= 21121M+b"hi - Ay; , parai=1,2,3,..., 10.

)

Onde

V, é 0 volume do silo obtido pelo Modelo | (m?),

Bi = CF é a base do retangulo ACFH da secdo i (m),
Hi =AC é altura do retangulo ACFH da secéo i (m),
bi = DE € a base do retangulo BCFG da secdo i (m),
hi = é a altura do retdngulo BCFG da se¢do i (m) e

Ayi = espessura da secdo i do silo (m).

O uso do indice i para as bases, alturas e espessuras € uma
maneira de expressar o volume, admitindo essas grandezas diferentes
para cada se¢do. No entanto, no presente trabalho, as basesbe B e a
espessura Ay foram consideradas constantes.
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Figura 2 - Esquema da secdo transversal do silo

Fonte: os autores

Modelo I1: médias de poligono e trapézio

O Modelo Il considera 0 mesmo seccionamento do silo do
Modelo I, porém, com outra hipdtese para a aproximagdo da area da
secao transversal. A medida da area da regido BDEGI, na Fig. 2, esta
entre a area do poligono ABDEGH (soma das areas do trapézio BDEG
e do retangulo ABGH) e a area do trapézio BDEG. Um modelo
simples para calcular o volume do silo, consiste em considerar a média
entre os poligonos ABDEGH e BDEG, como uma aproximagdo da
area da secdo transversal e multiplica-la pelo respectivo comprimento
Ay de cada sec¢do, como mostra-se na Eq. (3).

B;

+b;
L ——Lh+(H;— l)B+’ Pip,
2

210 BiH;+b;h; A (3)

Onde Vi1 € o volume do silo (m?).
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Observe-se que as Egs (2) e (3) sdo equivalentes, mesmo que
geradas por hipdteses diferentes. Essa constatacdo suscita uma
demonstracdo geomeétrica, ja que a algébrica decorreu naturalmente.
Para isso, pode ser usada a seguinte propriedade:

Propriedade da média aritmética: Dados dois nimeros reais a
e b, tal que a < b, a média entre a e b pode ser escrita como

Ou seja, a media entre a e b é a soma de a com a metade da
diferenca entre a e b.

Pretende-se mostrar geometricamente, que a regido considerada
no Modelo I tem a mesma area da regido do Modelo I, A’"H’GEDB,
mostrada na Fig. 3a. Na Fig. 3b, a regido BCDB’ pode ser seccionada
ao meio com a diagonal BD. O mesmo pode ocorrer com a regido
G’EFG ¢ a diagonal EG. A regido ABGH pode ser dividida ao meio
por A’H’. Assim, pela propriedade da média aritmética, agregando-se
as regides A’H’GB, BB’D e G’GE hachuradas na Fig. 3b, a regido
B’G’ED, obtém-se a regido equivalente do Modelo II, A’"H’GEDB, da
Fig. 3b, mostrando que as areas sdo equivalentes.

Figura 3 - Equivaléncia das &reas das se¢des transversais dos

Modelos | e Il
A I H e I o
Al H Al .- .7 ot o
B L% B%B, o :G
D E €b E F
(@) (b)

Fonte: os autores
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Modelo I11: integral simples

O método da integral simples considera 0 mesmo
seccionamento dos Modelos | e I, porém com a area de cada secéo,
determinada pela adi¢do das areas das regifes BGI (A1) e BDEG (A)
da Fig. 2: Assim, A = Asi + Az, para cada se¢éo i = 1,2,3,..., 10.

A regido BGI é limitada pela reta BG e pela curva BIG.
Considerando-se um eixo vertical Z de simetria passando no ponto I,
(Fig. 2) a area da regido BGI (A1) pode ser obtida pela integracdo de
funcBes quadraticas (zi=fi(x)= aix? +bix +c;) que passam em B, | e G.
Para o caso em estudo, a funcdo quadrética é simétrica em relacdo ao
eixo Z, o que leva a b; = 0. Assim, A1 pode ser calculada pela integral,
mostrada na Eq. (4).

Ay =2 [P (@ +c)dx  parai=123,.. 10. (4)

Onde Ay € a area da secdo transversal i (m?),
ai, e ¢j sdo coeficientes reais e
x € a varidvel espacial na dire¢do X (m).

O ponto de intersecdo do eixo Z com fi(x) € o ponto de maximo
dessa funcdo, cuja ordenada é o valor de ci, obtido pela diferenca entre
as alturas H e h (ver Fig.2), expresso na Eg. (5).

Ci = Hi- h; parai=1,2,3,..,10. 5)

A funcéo fi(x)= aix? +c; do integrando da Eq. (4) tem uma raiz
em x=Bi/2. Assim, substituindo as coordenadas do ponto (Bi/2,0) nessa
equacéo e resolvendo para a;, determina-se o valor desse coeficiente
(Eq. (6)), j& que Bi (base maior do trapézio) é também conhecida
experimentalmente.

ai — _ﬂ — 4’(hi_Hi) (6)

B2 B2
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Levando os resultados das Egs. (5) e (6) naEq (4) e
resolvendo a integral definida, obtém-se uma expresséao analitica
para calcular a area da regido BGI (Eq. (7)).

Ay = %(Hi —hy)B; ()
A area da regido BDEG é dada pela Eq. (8).

Bi+b;
AZi = % ) hi (8)
Assim, a area da regido BDEGI, calculada pelo Modelo llI,
toma a forma da Eq. (9).

_ _ Bi(4H;—hy)+3b;h;
Appi = Aq + Ay = o

9)

O volume de cada elemento i é obtido pelo produto da area A
(Eg. (9)) pela respectiva espessura. Assim, o volume do silo pode ser
expresso de acordo com a Eq. (10).

Bi(4H;—h;)+3b;h; L.
L

Vin = 2112 1 5 (10)

Modelo 1V: integral dupla

O método da integral dupla considera a diferenca de trés
sélidos: o primeiro (Va1) é limitado na base pelo plano XY, nas faces
transversais, pelos planos y = 0 e y = L, nas faces longitudinais pelos
planos x = -B/2 e x = B/2 e, superiormente, por uma superficie Z(x,y);
0 segundo e o terceiro (Vi) séo dois prismas de base triangular BCD
e EFG (Fig. 3b) e comprimento L.
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Considerando-se o formato paraboélico das se¢fes transversais
(plano XZ) da cobertura do silo, foi proposta a fun¢do Z da Eq. (11)
para descrever a superficie da cobertura.

Z(x,y) = C, + C,y + Cx + C3x° (11)
Onde C,, C4, C; e C3 sdo coeficientes reais.

O Método dos Minimos Quadrados foi empregado para a
determinacdo dos coeficientes. Substituindo-se as coordenadas de 55
pontos da cobertura (Tab. 1) na Eq. (11) foi obtido um sistema de 55
equacBes lineares, na forma da Eq. (12), cujas incdgnitas
(componentes do vetor X) séo os coeficientes da Eq. (11).

A-X=1
(12)

Onde A é a matriz com os coeficientes,
X é o vetor dos coeficientes Co, C1, C2e Cz e

Z é o vetor das alturas dos pontos da cobertura do silo.

O sistema da Eq. (12) n&o tem solucdo, pois a matriz A ndo é
quadrada, € de ordem 4 x 55. Porém, multiplicando-o pela esquerda,
pela matriz transposta de A, obtém-se um novo sistema linear
(equagdes normais) cuja matriz dos coeficientes é quadrada (4 x 4) e
as incognitas sao os coeficientes do vetor X que se deseja determinar.
Analiticamente, a solugdo pode ser obtida multiplicando-se ambos os
lados desse novo sistema, pela matriz inversa de ATA. Assim, obtém
a equagdo matricial, Eq. (13).

X=(AT-A)"1-AT-Z (13)
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O volume V4 foi calculado por meio de uma integral dupla
sobre a fungdo Z(x,y), conforme mostra a Eq.(14).

Var =2 [ [7/2(Co + Cry + Cox + CaxP)dx dy (14)

Resolvendo-se a integral da Eq. (14) obtém-se uma expressao
algébrica em funcdo da base B, dos coeficientes da Eq. (11) e do
comprimento do silo, dada pela Eq. (15).

Var = (12Co + 6C, L + 3C,B + C3B82) (15)

O volume V., pode ser calculado acoplando-se os dois prismas
de base triangular, formando um prisma de base retangular, cujo
volume é dado pela Eq. (16).

Vip=(B—b) h-L. (16)

Finalmente, o volume do silo é dado pela Eq. (17).
Viv =Vag — Vi (17)

Onde os volumes Va1 e Vi, sdo calculados pelas Egs. (15) e (16),
respectivamente.

Particularmente, para o silo real considerado, os coeficientes
obtidos foram: C, = 0,672, C; =0,019, C,=0 e C3=-0,0283, com
coeficiente de determinacdo R? = 0,949. Pela simetria do sélido em
relacdo ao eixo Z, era de se esperar que o coeficiente C, fosse nulo,
semelhante ao que ocorreu no Modelo I1l. Como as bases B e b foram
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consideradas congruentes, o volume calculado pelo Método IV ficou
reduzido ao volume V. dado pela Eqg. (15).

Comparacédo dos Resultados e Analise

Uma estratégia para avaliar o resultado em célculo de areas e
volumes é compara-los a areas ou sélidos elementares (como
retdngulos e paralelepipedos). No presente estudo, os volumes dos
paralelepipedos de secdes transversais B’DEG’ e¢ ACFH e
comprimento L, sdo volumes menor e maior, respectivamente, do que
o volume do silo!. Esses volumes ndo sdo modelos precisos, mas
apenas estimativas, cujos resultados para o silo em estudo sdo
apresentados na quinta e sexta colunas da Tab. 2. Comparando os
resultados dos modelos com as referidas estimativas, observa-se que,
de fato, os volumes dos Modelos I a IV estdo entre os volumes dos
paralelepipedos menor e maior, 0 que atribui certa credibilidade aos
resultados dos modelos.

Os calculos dos volumes do silo nos Modelos I, 11 e Il foram
executados com base nas formulagdes desenvolvidas nessa se¢do, em
de uma planilha eletrnica, enquanto o Modelo IV foi implantado
como um programa em SCILAB, para viabilizar a insercdo dos dados
na matriz A e a solugédo do sistema linear, dada pela Eg. (12). Ambos
os algoritmos foram desenvolvidos pela equipe e calculam os volumes
para diferentes medidas de b, B, h, H, L, Ay e alturas da cobertura,
como as da Tab. 1. Na Tab. 2 sdo apresentados os resultados de cada
modelo para os valores particulares do silo em estudo.
Particularmente, os valores de b, B, h, H, L e Ay foram considerados
constantes e b = B.

! Essa proposicdo é um caso particular do seguinte teorema, ensinado em
Caélculo: Seja f(x) uma funcéo continua no intervalo [a,b]. Se me M, nimeros
reais, forem respectivamente os valores minimo e maximo absolutos de f

naquele intervalo, entdo m < f: f(x)dx <M.



96 | Experiéncias de Modelagem no Ensino de Matematica

Tabela 2 - Volumes dos silos para os diferentes modelos (m?)

b B h H Minima Maxima Modelos Modelo Modelo

Tell 11T I\%
4,24 424 056 1,09 4749 92.43 66,74 68,51 72,74
Média 69.33
Diferencas em relacio a média -2.59 -0,81 3.48
Desvio padrao 4,36

Fonte: os autores

Como esperado, os volumes calculados pelos modelos se situam
entre 0s volumes estimados. Os modelos Il e Ill apresentaram
resultados bem préximos, ja que o percentual da diferenca entre ambos
é de 2,67%, enguanto o Modelo IV apresentou um resultado 6 %
diferente do Modelo |. Essas diferengas devem-se as distintas
hipGteses propostas em cada modelo. Apesar do coeficiente de
correlagio R? = 0,949 o ajuste dos coeficientes da fungdo da Eq. (11)
da cobertura, pode conter erros maiores do que as aproximacdes do
ajuste da funcdo do integrando da Eq. (4) no Método IlI.

Os resultados obtidos pelos quatro métodos indicam que o
volume do silo, para as medidas apresentadas na Tab. 2, esta entre 66
e 73 m3. Como o Método Il tem uma avaliagdo mais precisa que o0s
demais na descricdo da superficie de cobertura, o volume de 68 m?,
pode ser adotado como o mais confiavel. Para fins praticos (como as
demandas do produtor rural), diferencas de 5% néo s&o significativas,
ou seja, ndo comprometem o planejamento do armazenamento em
fungdo do nimero de animais a alimentar.

As formulagdes para o volume do silo foram deduzidas
genericamente, podendo ser utilizadas para quaisquer medidas. As
equacdes dos volumes dos Métodos I, 1l e Il estdo em funcdo das
bases e das alturas, enquanto o algoritmo do Método IV necessita das
coordenadas dos pontos da cobertura. Solugdes gerais exigem 0 Uso
da linguagem algébrica e, com ela, o desenvolvimento de programas
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computacionais, 0s quais passam a ser (teis para a solucdo de
diferentes situacGes com a geometria semelhante.

Segundo Vilela, forrageiras com 30 - 35% de matéria seca tém
densidade 403 kg/m? e cada animal consome 15 kg/dia de forragem
(Vilela, 1985, p.8). Com esses dados e o volume de 68 m® do silo
analisado, para 50 animais, o alimento armazenado serd suficiente
para 36 dias, de acordo com a Eq. (1). As formulacBes desenvolvidas
neste trabalho poderiam ser empregadas também para determinar as
dimensdes do silo, conhecidas as demandas do produtor, evidenciando
a versatilidade e praticidade do modelo.

Ensino de Matematica com Modelagem

Os conceitos envolvidos nos Modelos | e 1l sdo as medidas de
comprimento, area e volume de figuras elementares, além de média
aritmética, ensinados no Ensino Fundamental e no Médio. A
formulacdo das hipoteses, escolhendo areas das secOes transversais
para fazer médias, constituiu-se em oportunidade para consolidar tais
conceitos. Provavelmente, apds a modelagem, a compreensdo de
areas, volumes e média esteja diferente de antes da modelagem,
reforcando a proposicdo de Vergnaud! de que os conceitos sdo
aperfeicoados na medida em que o aprendiz acrescenta novos sentidos
a eles. A modelagem desempenha essa funcéo na formagéo cientifica
do educando: atribuir sentido aos conhecimentos matematicos e, com
isso, consolida-los na cultura cientifica do estudante.

! Para Vergnaud, “A Conceitualizacdo é, em primeiro lugar, um processo.
Podemos falar da Conceitualizagcdo como resultado desse processo, mas antes
de mais nada é um processo. Comeca-se bem cedo o processo de
Conceitualizagdo, bem crianga ainda e nunca jamais se termina. A gente
acaba descobrindo aspectos que ndo tinha previsto. S6 nos resta trabalhar
outra vez, refletir de novo, repetir, também ser ajudado, auxiliado pelo
outro.” (VERGNAUD, 2018, p.15)
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As hipoteses consideradas nos Modelos | e |l sdo
independentes. A constatacdo de que eram equivalentes, ocorreu ao
implementar as formulas gerais na planilha. Ao testar os modelos para
diferentes tamanhos de silos, constatou-se a equivaléncia, e entdo,
propbs-se o desafio de prova-la algébrica e geometricamente. A prova
algébrica é elementar. Basta executar as operac¢Ges algébricas da
primeira parte da Eq. (3), obtendo-se a Eq. (2). A prova geométrica
demandou a adaptacdo de uma proposicdo da meédia aritmética a
linguagem geomeétrica, a fim de se obter a mesma sec¢do transversal
para ambas as hipoteses. Observa-se, nesse procedimento, que foi
necessario deslocar o foco na modelagem, por algum tempo, para
envolver-se em uma investigacdo de interesse exclusivamente
matematico.

Os conceitos de fungdo quadrética e integral definida estdo
presentes no Modelo 111, além daqueles de geometria presentes nos
Modelos | e Il. Nos problemas de livros de calculo integral, os
coeficientes das fungdes sdo conhecidos. Nos problemas de
modelagem isso ndo ocorre, constituindo-se em uma dificuldade e
oportunidade de investigacdo. Anderson e Bruna foram orientados a
resolver esse problema mediante o ajuste de pardmetros de curvas
polinomiais (ajuste linear), das quais sdo conhecidos alguns pontos. A
aplicagdo do Método dos Minimos Quadrados (MMQ) ficou
trabalhosa, pois os componentes Algebra Linear e Calculo Numérico
ainda ndo haviam sido cursados. A leitura de uma apostila sobre o
método foi proposta, mas mostrou-se um estudo muito complexo para
0 momento. Assim, a solucdo foi utilizar uma planilha eletrénica para
a determinacdo dos parédmetros, que inseridos nas fungdes dos
integrandos, viabilizou o célculo das areas das secOes transversais de
cada secdo. No item 3.3 desse trabalho, no entanto, preferimos
apresentar outra maneira de obter os parametros, ja que o nimero de
pontos disponiveis em cada curva eram apenas trés, considerada a
simetria da parabola. Assim, foram envolvidos apenas conteidos do
Ensino Fundamental e Médio (simetria, interseccdo com 0 eixo
vertical e raizes), reduzindo a complexidade da determinagdo de
pardmetros, para uma abordagem interpretativa de propriedades ja
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conhecidas de funcBes. Nessa alternativa de relato, foi apresentada
uma possibilidade ndo executada durante a modelagem, mas retomada
em momento posterior e discutida entre a dupla e o professor. A
elaboracdo de possibilidades esta no escopo do pensamento de
Skovsmose, de analisar, como objeto da Educacdo Matematica, ndo
somente o que ocorreu de fato, mas também o que poderia ter ocorrido,
considerando que qualquer detalhe acdo poderia ter desencadeado
outros desfechos.

Assim, esse autor propde a pesquisa de possibilidades: “Essa
pesquisa inclui ndo somente um estudo de “o que é” ou “o que é
construido”, mas também um estudo de “o que ndo €” e “o que poderia
ser construido”. (SKOVSMOSE, 2015, p. 70).

A solucéo do Modelo Il inspirou o uso da simetria em relacéo
ao plano YZ e a proposi¢éo da fungéo da Eqg. (11). O Modelo IV foi
proposto pela dupla Anderson e Bruna em Calculo C. Eles calcularam
o volume do sélido limitado pela cobertura curva através de uma
integral dupla, objeto de estudo daguele componente curricular.
Determinaram os pardmetros da funcdo Z(x,y) pelo MMQ. A
elaboracdo de um programa computacional para 0 MMQ néo foi uma
tarefa simples para a dupla, mas com alguma ajuda, foi desafiante.

Considerac6es Finais

A experiéncia de modelar um problema real pela primeira vez,
passa necessariamente por uma fase inicial de ansiedade, inseguranca
e desconfianca se o tema é adequado, ou se 0 conhecimento dominado
pelos alunos é suficiente para resolver o problema. Isso ocorreu na
modelagem da Bruna e do Anderson, assim como nas experiéncias de
seus colegas. Cada passo, desde a escolha do tema, a determinagao dos
métodos de medida e de célculo, a elaboracdo de programas e o estudo
de conceitos ainda desconhecidos, impds entraves e dificuldades,
superados com o estudo e a dedicac&o. Tais dificuldades e desafios séo
proprios do processo de modelar, visto que se trata de uma
investigacéo.
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No sentido de contribuir para a discussdo das potencialidades
da modelagem como estratégia de ensino, cabe ainda destacar, ao
menos, trés caracteristicas da experiéncia relatada:

i) A contextualizacdo do conhecimento matematico: o estudo
das propriedades dos conceitos em classe, geralmente,
ocorre por um enunciado, a explicitacdo de exemplos e a
demonstracdo. O foco dessa abordagem é a coeréncia das
proposi¢des, ou seja, a argumentacdo sobre a veracidade das
proposicOes. Na modelagem, por sua vez, admite-se que as
proposicoes sdo verdadeiras e podem ser empregadas para
resolver os problemas. Dessa forma, o aluno outorga outros
significados aos conceitos matematicos, incrementando a
compreensdo e atribuindo finalidades externas a eles.
Evidentemente, os aspectos formais nédo sdo negados, pelo
contrario, a veracidade das proposi¢des ¢ uma condigdo para
que elas sejam empregadas nos modelos;

ii) A descompartimentalizag@o do conhecimento matematico: o
emprego de conteidos de diferentes niveis de ensino (areas,
volumes, fungdo polinomial, integrais simples, duplas e
ajuste de parametros) e areas da Matematica (geometria,
algebra e analise) no mesmo problema é comum na
Modelagem. Esse tipo de experiéncia destoa da ordenagdo
de tdpicos da abordagem purista do ensino, que vai do
supostamente mais simples para 0 mais complexo. Na
modelagem 0s conceitos sdo requisitados quando e onde
necessarios. Ou seja, é o problema a ser resolvido que
determina a ordem de estudo dos conceitos e ndo a estrutura
desses. Dessa forma, assim como ocorreu na experiéncia
relatada, partes de varios conceitos foram requisitadas e
associadas, evidenciando conexdes raramente mencionadas
no ensino formal sequencial;

iii) O estudo instrumental de conceitos: durante o processo de
modelagem, nem sempre ocorre uma compreensao profunda
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dos conceitos. Para utiliza-los, em muitos casos, basta
entender o sentido do conceito e alguns elementos de sua
formulagio. E o que ocorre no trabalho de usuérios da
Matematica, tais como engenheiros, agrobnomos e
economistas, por exemplo, que se valem de férmulas,
algoritmos e softwares para resolver problemas de suas
areas, sem preocuparem-se com as deducdes e justificativas
préprias da matematica. De certa forma, foi o que ocorreu
nos Modelos 111 e IV, quando se fez necessario o MMQ. A
explicagdo do professor sobre o método e algumas
instru¢bes sobre o uso de planilhas foram suficientes para
entender o significado de ajuste de curvas. Evidentemente,
os alunos ndo dominaram o tema a partir da modelagem, mas
ficaram conhecedores da sua existéncia, potencialidade e até
conseguiram obter resultados, mesmo que pelo uso da
planilha. Em Célculo Numérico, eles aperfeicoardo a
compreensdo iniciada instrumentalmente na modelagem,
deduzindo algoritmos e demonstrando a otimizacdo dos
pardmetros, para o caso dos ajustes lineares.

Recorrendo novamente a Vergnaud, os conceitos sdo formados
ao longo do tempo, com a atribui¢do de diferentes significagdes e
representacdes simbdlicas. Nesse sentido, quanto mais diversificadas
forem as experiéncias vivenciadas pelos alunos, maiores serdo as
chances de aprofundar os conceitos. Talvez seja essa, uma das
principais contribuicBes da modelagem, como recurso para 0 ensino
da Matematica.
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O componente curricular em que se desenvolveu boa parte do
trabalho (Célculo 1) possui uma carga horéria total de 120 horas e sua
programacdo contempla uma abordagem de revisdo e aprofundamento
de conceitos associados a fungdes reais de uma variavel real e,
posteriormente, o estudo de limites, derivadas e integrais de funcées
de uma variavel real. Foram desenvolvidos experimentos no
Laboratério de Circuitos Elétricos sob a orientacdo dos professores
participantes da pesquisa. O objetivo desta etapa foi obter dados
experimentais que estabelecem relagdes entre as grandezas envolvidas
de modo a construir modelos que permitissem trabalhar os contetdos
abordados no Célculo Diferencial e Integral. Nesses experimentos,
foram utilizados multimetros para o auxilio nas medidas de corrente
elétrica a partir da tensdo aplicada em resistores, como lampadas
incandescentes haldgenas e diodos. Os experimentos foram feitos
pelos alunos a partir de um roteiro previamente definido pelos
professores e, em seguida, os dados foram tabulados para posterior
elaboracdo/definicdo dos modelos mateméticos e abordagem dos
conceitos relacionados.

Ap0bs 0s experimentos, ao estabelecer fungdes para representar
cada sequéncia de dados experimentais, tornou-se possivel a retomada
de conceitos referentes aos contetidos associados a fungdes (dominio,
contradominio, imagem, composicdo de funcdo, funcdo inversa,
fungcdo afim, funcbes polinomiais, funcdo exponencial, funcéo
logaritmica). Estabeleceram-se, dessa forma, os modelos iniciais para
descrever cada experimento e, a partir desses modelos, 0s conceitos
inerentes ao estudo do calculo diferencial e integral foram trabalhados,
permitindo atribuir significados a cada um desses conceitos. Em
diversos momentos ao longo das aulas, foi necessario extrapolar
elementos emergidos na modelagem para fazer generalizagGes,
formalizagGes de conceitos e estabelecer técnicas para o calculo dos
limites, das derivadas e das integrais. Essa necessidade decorre da
compreensao de que, ao trabalhar com a Modelagem Matematica, sdo
importantes 0s momentos de formalizagdo de conceitos que surgem
no processo de pesquisa, ndo sendo necessariamente suficiente
discutir apenas os elementos que se evidenciam no modelo explorado.
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Além da proposi¢do dos modelos, nesta pesquisa buscou-se identificar
aspectos que evidenciam contribuicdes do trabalho com Modelagem
Matemaética no ensino de célculo diferencial e integral, na tentativa de
atribuir um melhor significado aos conceitos estudados pelos alunos.

Fundamentacao Tedrica

Para fundamentar as discussdes abordadas neste trabalho, sdo
apresentados, em linhas gerais, 0s pressupostos tedricos que norteiam
esta pesquisa no que se refere a ensino tecnoldgico, Modelagem
Matemética, teoria da  aprendizagem  significativa e
interdisciplinaridade. Esses elementos sdo indispensaveis para uma
melhor compreensdo do processo de modelacdo, da observacdo, da
coleta de dados e em especial, na analise dos dados da pesquisa.
Aspectos tedricos acerca das fungdes matematicas e dos conceitos da
Fisica presentes nos experimentos serdo expostos durante a
apresentacdo e analise dos resultados.

Inicialmente, contextualiza-se que este trabalho é desenvolvido
em uma Instituicdo Publica Federal que oferece Educacao Profissional
Técnica e Tecnoldgica. De acordo com Durdes (2009), um dos
aspectos de diferenciagdo da educacdo profissional tecnoldgica e da
educacéo profissional técnica € o fato de a primeira estar associada ao
ensino de nivel de graduag&o e pos-graduacdo enquanto a segunda, ao
Ensino Basico. Destaca-se ainda que, nessa perspectiva, a concepgao
de ensino tecnolégico de que trata este trabalho ndo é exclusivamente
focada no saber fazer, mas também no saber por que fazer, mesmo que
historicamente as origens da educagdo técnica e tecnoldgica estejam
associadas & formacdo de méao de obra operacional para a industria.
Exemplos dessa origem histérica sdo as primeiras escolas de
tecnologia da Franca, no século XVII: Academia Real de Arquitetura
e Escola de Pontes e Estradas e Escola de Minas, de acordo com Bazzo
(2016). Embora a educacdo tecnoldgica vise também atender ao
mercado de trabalho, Durdes (2009) alerta sobre a necessidade de uma
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formacdo que possibilite quebrar engessamentos trazidos por essa
trajetdria historica.

Historicamente, observam-se alteragbes nas diretrizes para a
educacdo tecnoldgica que, em alguns momentos, exaltam a
importancia do ensino associado a préatica profissional, ora enfatizam
0 aprofundamento tedrico dos objetos de estudo e em outros
momentos dao énfase a que o ensino evite a formacao de profissionais
acriticos e reprodutores de processos mecanicos de producdo. E
notorio que qualquer posicdo extremista do professor na defesa de um
desses aspectos dificulta a produgdo do conhecimento de forma mais
completa e abrangente. O dialogo entre teoria e pratica e a reflexdo
critica daquilo que é produzido com o conhecimento académico torna-
se, dessa forma, norteador da praxis educacional em cursos superiores.
Diante desse pressuposto, emerge a reflexdo sobre os métodos de
ensino abordados na pratica educacional tecnolégica, bem como sua
eficécia no processo de formagdo dos alunos. Nesse sentido, muitas
criticas ao sistema de ensino técnico sdo veiculadas por diversos
meios, enfatizando, segundo Bazzo, uma “timida participacao dos
resultados na solugdo dos problemas que se pdem na sociedade”
(2016, p. 16).

Altos indices de desisténcias e reprovacfes nos cursos de
Engenharia, especialmente nos primeiros semestres, também
impulsionam professores na busca por alternativas e solucées visando
a permanéncia dos alunos nos cursos superiores e que diminuam as
reprovacdes, principalmente nos componentes curriculares de areas
consideradas de exatas. As dificuldades apresentadas em relacdo a
contetdos de Matematica Basica tém sido apontadas por muitos
professores como justificativa para os elevados indices de reprovacao
e de desisténcia. A dissociagdo entre teoria e aplicagdo de
propriedades matematicas ensinadas também é um fator que motiva os
alunos a ndo agucarem sua curiosidade em aprofundar conceitos,
acarretando desmotivagéo e ndo aprendizado.

Identificar motivos para dificuldades encontradas por parte dos
alunos em cursos de Engenharia é importante, mas ndo o bastante para
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solucionar problemas de aprendizagem. E imprescindivel adocio de
estratégias e propostas de ensino que motivem os alunos a superar as
suas proprias dificuldades na busca por solugcbes para os problemas e
desafios com que se deparam. Assim, a percepg¢éo das caréncias e da
necessidade de conhecimentos tedricos no campo da Matematica
ocorre a partir da intencdo de resolver algum problema relacionado a
sua area do conhecimento e ndo pela imposicdo dos professores,
coordenadores ou colegas. Esse processo de autopercepgdo das
caréncias e das necessidades é imprescindivel para que o aluno busque
motivo para agir na construcao do seu proprio conhecimento.

A estratégia de utilizagdo de Modelagem Matematica presente
neste trabalho traz um aspecto motivador, visando evidenciar o
processo de construgdo de algumas fungdes aplicadas na Fisica e em
circuitos elétricos para despertar nos alunos o interesse para o estudo
de conceitos relacionados ao Calculo. A Modelagem Matematica é
apresentada como sendo “a arte de expressar situagdes-problema do
nosso cotidiano por meio da linguagem matematica”
(BIEMBENGUT, 2016). Uma das grandes vantagens da Modelagem
Matematica é que ela pode ser aplicada em qualquer area do
conhecimento que exija formulagdo numérica de dados:

A habilidade de empregar matematica em situagdes concretas e em
outras &reas do conhecimento humano consiste em tomar um
problema pratico relativamente complexo, transforma-lo em um
modelo matematico, ou seja, traduzir a questdo na linguagem de
ntmeros, graficos, tabelas, equagdes etc., e procurar uma solugao
que possa ser reinterpretada em termos da situacdo concreta
original (BASSANEZI, 2015, p. 10).

Essa caracteristica que a Modelagem Matematica apresenta
abre um amplo leque de aplica¢des quando se dispde de ferramentas
de mensuracdo apropriadas que permitam uma melhor visualizagéo
dos fendmenos observados. A disponibilidade de diferentes
instrumentos de medidas e a possibilidade de montagem de
laboratorios apropriados permitem explorar cada vez mais essa
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ferramenta de ensino dentro das instituicGes educacionais. Nesse
contexto, quanto mais conhecimento matematico estiver disponivel
para ser empregado na elaboracdo dos modelos, melhores sdo as
potencialidades de obter boa aproximacéo da realidade a ser descrita
pelo modelo.

Na tentativa de descrever os processos de modelagem, sdo
definidas algumas etapas que a caracterizam. Para Biembengut (2016),
ao se deparar com uma situacdo real que exija um ferramental
matematico que a represente, esta-se diante da primeira etapa da
Modelagem Matemética: a Interagdo. Neste momento, torna-se
importante o reconhecimento da situagdo-problema e a familiarizagdo
com o assunto a ser modelado mediante a compreensdo tedrica dos
elementos pertencentes & situacdo que estd sendo investigada. Ao
formular o problema, a partir de hipéteses identificadas na etapa de
interacdo, e buscar a resolucao desse problema em termos de modelos,
chega-se a segunda etapa da Modelagem Matematica: a
Matematizacdo. Nesta etapa, sdo classificadas as informagoes
relevantes e ndo relevantes, decide-se quais os fatores a serem
perseguidos, selecionam-se as variaveis relevantes e constantes
envolvidas, definem-se simbolos apropriados para essas variaveis e
descrevem-se as relagfes em termos matematicos. A terceira e Gltima
etapa da Modelagem Matematica apresentada por Biembengut (2016)
é denominada Modelo Matemético e consiste na interpretacdo da
solucéo e validagdo do modelo pela avaliagdo dos resultados obtidos.
Nesta Gltima, interpreta-se 0 modelo quanto as implicagdes da
solucdo, verifica-se a sua adequabilidade e avalia-se qudo significativa
e relevante é a solugdo. Bassanezi (2015) e Almeida et al. (2016)
apresentam as mesmas etapas da Modelagem Matematica, porém,
denominam esta Ultima etapa como Interpretacdo de Resultados e
Validacao.

Biembengut assim resume a ideia de Modelagem Matematica
aqui explicitada: “A Modelagem Matematica é, assim, uma arte, ao
formular, resolver e elaborar expressfes que valham ndo apenas em
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uma solucdo particular, mas que também sirvam posteriormente, como
suporte para outras aplicagdes e teorias” (2016, p. 13).

Defensores do uso da Modelagem Matematica na sala de aula,
dentre os quais Biembergut (2016) e Almeida et al. (2016),
identificam  diversos elementos dessa metodologia como
contribuicBes para a aprendizagem, como: contextualizacdo dos
conceitos de Matematica; motivacdo para a compreensdo de métodos
e teorias; apreensdo dos conceitos estudados; habilidade de resolver
problemas; capacidade de trabalhar em grupo; desenvolvimento da
criatividade; interacdo dos alunos; desejo de aprender a partir da
curiosidade proporcionada pelos problemas; capacidade de utilizagdo
de computadores e calculadoras; producdo de conhecimento
matemadtico; desenvolvimento de raciocinio légico; analise e
interpretacdo critica de resultados (reflexdo sobre modelos e suas
implicagBes em contextos aplicaveis e ndo aplicaveis) e aproximacao
de outras &reas do conhecimento com a Matematica.

O obijetivo principal de um processo de ensino é promover uma
aprendizagem consistente e duradoura, sendo esse um dos aspectos
perceptiveis na Modelagem Matemética e que esta relacionada a
teoria da aprendizagem significativa, atribuida a David Ausubel. Essa
teoria é pautada essencialmente na ideia de que os conhecimentos
prévios (subsuncgores) sdo pressupostos basicos (ndo exclusivos) para
gualquer novo aprendizado. Moreira define os conhecimentos prévios
como uma “‘estrutura cognitiva” presente nos estudantes, mas, “para
gue a estrutura cognitiva preexistente influencie e facilite a
aprendizagem subsequente [, adverte] é preciso que seu conteudo
tenha sido aprendido de forma significativa” (2006, p. 13). Para
Moreira, a condigdo para a existéncia de um aprendizado significativo
¢ que “o material a ser aprendido seja relacionavel (ou incorporavel) a
estrutura cognitiva do aprendiz, de maneira ndo arbitraria e nédo
literal”.

Quanto a natureza do material, ele deve ser “logicamente
significativo” ou ter “significado ldégico”, isto €&, ser
suficientemente ndo arbitrério e ndo aleatério, de modo que possa
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ser relacionado, de forma substantiva e ndo arbitréria, a ideias,
correspondentemente relevantes a natureza da estrutura cognitiva
do aprendiz, nela devem estar disponiveis 0s conceitos
subsuncores especificos, com os quais 0 novo material é
relaciondvel (MOREIRA, 2006, p. 19, grifo do autor).

Nessa perspectiva, é importante destacar o papel do aprendiz
como aquele que manifesta disposicdo para relacionar de maneira
substantiva, porém, ndo arbitraria, 0 novo material potencialmente
significativo de modo a incorpora-lo junto a sua estrutura cognitiva
pré-existente. Essa relacdo material/aprendiz — aprendiz/material
torna-se elemento-chave para a efetivagdo da aprendizagem
significativa, pois, de acordo com a teoria da aprendizagem
significativa, um material precisa ter significado l6gico e psicolégico.
O significado légico esta direcionado especialmente ao potencial do
material em si, pela sua capacidade de apresentar elementos de
maneira significativa e ndo literal que estejam “situados no dominio
da capacidade intelectual humana”. O significado psicologico ¢
idiossincratico (peculiar a cada individuo) e esta associado & relacéo
estabelecida entre o material légico e a estrutura cognitiva do
aprendiz. Ao encontrar caminhos associativos entre o material l6gico
e 0s subsuncores presentes no individuo, o produto desse processo
torna-se um novo aprendizado significativo. Ausubel cita um exemplo
gue esta diretamente associado ao que sera abordado neste trabalho:

Um estudante pode aprender a lei de Ohm, a qual indica que, num
circuito, a corrente é diretamente proporcional a voltagem.
Entretanto, essa proposicdo ndo serd aprendida de maneira
significativa a menos que o0 estudante ja tenha adquirido,
previamente, os significados dos conceitos de corrente, voltagem,
resisténcia, proporcionalidade direta e inversa (satisfeitas estas
condigBes, a proposicdo é potencialmente significativa, pois seu
significado l6gico é evidente), e a menos que tente relacionar
estes significados como estdo indicados na Lei de Ohm (apud
Moreira, 2006, p. 21, grifos do autor).
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Ao se deparar com um problema real, eventualmente faltem ao
estudante, conhecimentos que podem ser relevantes para a sua
solucdo. Dessa forma, ndo apenas 0s conhecimentos prévios sao
suficientes para a aprendizagem significativa, mas também a
capacidade de pesquisa e busca de novos subsuncores que auxiliem na
compreensao de métodos para a resolucao do problema proposto.

As relacBes interdisciplinares — até entdo subentendidas no
texto — evidenciam a tentativa de fugir da fragmentacdo do
conhecimento. Essa fragmentacdo ocorre pela propria organizagdo
atual do ensino superior que separa 0 estudo em areas do
conhecimento que visem contribuir na formagdo especifica de cada
curso. Trindade considera que o ensino ndo pode ficar aprisionado a
esse modelo fragmentado e aponta a interdisciplinaridade como
alternativa.

Especializado, restrito e fragmentado, o conhecimento passou a ser
disciplinado e segregador. Estabeleceu e delimitou as fronteiras
entre as disciplinas, para depois fiscaliza-las e criar obstaculos aos
que as tentassem transpor [...]. Criou um passaro, deu-lhe asas
potentes, mas que s6 alca vOo no campo restrito da sua
especialidade — trancou-o0 em uma gaiola (2008, p. 68).

Neste trabalho, percebe-se frequentemente a preocupacdo em
apresentar aspectos conceituais que ora sdo estudados em Célculo 1
ou até mesmo em componentes curriculares de Matematica Bésica, ora
sdo estudados em Fisica ou Eletricidade. Porém, o experimento
estudado é unitario e ndo fragmentado, ou seja, carrega em si mesmo
relacbes numericas e conceituais do proprio fendmeno pesquisado e
ndo de areas “separadas” do conhecimento. O didlogo entre os
professores envolvidos nas atividades interdisciplinares e a
observacdo das descobertas obtidas no processo de ensino qualifica o
trabalho e favorece o aprendizado. A interdisciplinaridade ndo €
apenas uma relacéo entre diferentes componentes curriculares.
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Partindo da premissa de que a interdisciplinaridade parte muito
mais da interacdo entre as pessoas do que entre os conteidos das
disciplinas, se ndo ha espago para o dialogo, a interacdo entre as
pessoas ndo encontrard espacgo para ser exercida. Deste modo, o
ensino da matematica tal como o descrevemos esta longe dos
principios da interdisciplinaridade: humildade, espera, respeito,
coeréncia e desapego. Especialmente aos professores é necessario
humildade para entenderem que estdo tecendo juntos com o0s
alunos uma rede de significados e que a contribuicdo do outro é
fundamental. [...] Ha que se ter clareza da proposta para haver
coeréncia entre o falar e o agir. Ter desapego por "sua disciplina"”,
visando tecer esta rede a muitas mdos, exercitando a construcdo de
uma rede rica em significados. Estes sdo 0s pressupostos desta
nova atitude da qual a interdisciplinaridade é sua precursora
(ALVES, 2008).

A interdisciplinaridade pode ser o caminho capaz de reunir
diferentes saberes para um aprendizado mais abrangente. Nesse
sentido, os professores devem moldar-se a essa forma de ensinar e
aprender. Trindade traz uma interpretacdo para a definicdo de
interdisciplinaridade que vem ao encontro de tudo o que foi escrito até
entdo:

Interdisciplinaridade é palavra nova que expressa antigas
reivindicagBes e delas nascida. Para alguns, surgiu da necessidade
de reunificar o conhecimento; para outros, como um fendmeno
capaz de corrigir os problemas procedentes dessa fragmentacéo;
outros ainda a consideram uma pratica pedagégica (2008, p.72-
73).

Independentemente da postura quanto a definicdo adotada de
interdisciplinaridade, é perceptivel a sua importancia no processo de
ensino e aprendizagem em qualquer nivel de ensino. Sua valorizagdo
estd presente no desenvolvimento deste trabalho e enriquece ainda
mais 0s resultados obtidos.
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Metodologia

O trabalho foi desenvolvido com uma turma de Calculo 1 do
primeiro semestre do curso de Engenharia de Controle e Automacao.
Divididos em grupos de cinco individuos, os alunos realizaram trés
experimentos em laboratério para obter dados numéricos provenientes
de situacdes reais com a finalidade de abordar conceitos relativos a
fungdes associadas ao estudo de eletricidade. Foram elaborados
materiais didaticos e roteiros para a realizagdo dos experimentos e a
coleta dos dados experimentais com a finalidade de orientar os alunos
e mediar o processo de construgdo dos modelos matematicos,
mantendo, porém, certa autonomia dos grupos na execugdo dos
experimentos e na resolugdo dos problemas propostos
estrategicamente para o processo de modelagem.

As atividades foram desenvolvidas em trés etapas: 12 etapa —
orientagdes técnicas no Laboratdrio de Eletricidade, realizagdo dos
experimentos e coleta de dados; 22 etapa — atividade no Laboratério de
Informéatica com orientacbes para a obtencdo dos modelos
matematicos a partir dos dados experimentais tabelados em planilha
eletronica. Alguns desses modelos foram desenvolvidos em sala de
aula e os demais como atividades extraclasse com trabalhos em
grupos; 3% etapa — utilizagdo dos modelos desenvolvidos para o estudo
de conceitos abordados no Célculo Diferencial e Integral. Destaca-se
gue a elaboracao dos materiais e dos roteiros se deu a partir de ensaios
prévios dos experimentos.

Apesar da obtencdo de dados numéricos resultantes dos
experimentos realizados, estes ndo foram submetidos a tratamentos
estatisticos, visto ndo serem objeto da analise deste trabalho. Os dados
experimentais serviram apenas para fins didaticos, visando a
elaboracdo de modelos matematicos para o estudo de funcdes e para
estabelecer significados referentes a conceitos abordados no Calculo
Diferencial e Integral. Considerando que nesta pesquisa propds-se a
elaboracdo de modelos matematicos a partir do desenvolvimento de
atividades interdisciplinares com a finalidade de identificar elementos
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gue evidenciem uma aprendizagem significativa, sua analise tem
carater qualitativo.

Ao longo da execucgéo de todas as atividades, foram efetuados
registros em diario de bordo com o0s principais pontos de
questionamentos, dificuldades e elementos que caracterizaram o
aprendizado dos alunos. Registros através da coleta de materiais
produzidos pelos alunos também foram instrumentos de producéo de
dados usados nesta pesquisa. Uma breve andlise € desenvolvida,
considerando, como principais categorias, aspectos relativos a
motivacdo, aspectos que evidenciam a aprendizagem, evidéncias da
importancia do trabalho interdisciplinar e algumas restricGes
(dificuldades) encontradas no processo.

Para a apresentacdo e discussdo das atividades desenvolvidas,
considera-se um corpus com os dados de dois grupos, denominados
como Grupo 1 e Grupo 2. Os materiais produzidos pelos demais séo
bastante similares.

Desenvolvimento

A aplicagdo deste trabalho iniciou com a coleta de dados no
Laboratério de Circuitos Elétricos. Nos experimentos, os alunos
estabeleceram sete relacbes em que foram associados valores da
diferenca de potencial, também conhecida como tensdo, cuja unidade
de medida € o Volt (V), com os respectivos valores da intensidade de
corrente elétrica (I), cuja unidade de medida € o Ampére (A), obtidos
a partir de trés experimentos.

No primeiro experimento, foi verificada a corrente elétrica
produzida com diferentes tensdes em circuitos com resistores
(R; = 5600 e R, = 680Q), verificando-se a 1? lei de Ohm, como
mostra o0 esquema da Figura 1.

De forma semelhante & experiéncia prética que levou a
formulacdo da 1% Lei de Ohm, utilizaram-se, em um segundo
momento, ldmpadas incandescentes de 12V e 24) em corrente
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continua substituindo o resistor. Devido a interacdo entre resisténcia
elétrica e aguecimento do filamento, um comportamento ndo éhmico
pdde ser observado.

Figura 1 - Esquema do experimento implementado para medicao de
corrente elétrica a partir da variacdo da tensdo E na fonte
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R
Vv |

m t E variavel m

Fonte: os autores

Cada grupo coletou os dados utilizando 0s mesmaos resistores e
a mesma lampada, obtendo os valores apresentados no Quadro 1.

Quadro 1 - Relacdo entre valores de V x | em resistores com
comportamento 6hmico apresentados pelos Grupos 1 e 2

Resisténcia 5600 | Resisténcia 6800 | Resisténcia 560Q Resisténcia 5600
Tensdo | Corrente | Tensdo | Corrente | Tensdo | Corrente | Tensdo | Corrente
) (A ) (A) ) (A) ) (A)

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0,0015 1 0,0013 1 0,0016 1 0,0012
2 0,0034 2 0,0027 2 0,0034 2 0,0028
3 0,0052 3 0,0041 3 0,0052 3 0,0043
4 0,0070 4 0,0057 4 0,0070 4 0,0058
5 0,0086 5 0,0072 5 0,0089 5 0,0074
6 0,0104 6 0,0087 6 0,0108 6 0.0089
7 0,0123 7 0.0101 7 0,0126 7 0.,0105
8 0,0140 8 0.,0115 8 0,0144 8 0,0118
9 0,0159 9 0,0131 9 0,0162 9 0,0135
10 0,0177 10 0,0145 10 0,0180 10 0,0150

Fonte: os autores
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A partir dos dados obtidos nos experimentos, os alunos foram
orientados a determinarem fungdes visando aproxima-los,
considerando a tensdo (V) como varidvel independente e a
intensidades da corrente (I) como varidvel dependente. Para os dois
primeiros experimentos, com valores representativos no Quadro 1, o
modelo de maior aproximacdo, de acordo com suas conclusdes, foi a
representacdo por uma funcdo afim. As aproximacGes foram feitas
pelo método dos minimos quadrados usando planilhas eletrdnicas
(Excel e/ou Calc). As leis de formacdo para as fungdes obtidas para 0s
dois primeiros experimentos, para 0 Grupo 1 e o Grupo 2, séo
apresentadas nas equagdes (01) e (02), respectivamente:

I,(x) = 0,0018x — 0,0002 (01)

I,(x) = 0,0015x — 0,0002 02)

onde x denota a tensdo medida em Volts (V) enquanto I, e I, a
intensidade da corrente medida em Ampéres (A) nos respectivos
experimentos. Foi definido também o dominio e a imagem das
fungdes, limitados pelos valores obtidos no Quadro 1. Observou-se
gue, embora as funcbes apresentadas sejam funcbes afins (que
possuem dominio e imagem reais), numa aplicacdo préatica cada
componente elétrico (resistor, lampada, capacitor) possui um limite
fisico de dissipacdo de poténcia em Watt (W), apresentado em
catélogos, manuais de aplicacdo ou em tabelas que determinam faixas
de valores comerciais. Como exemplo, citam-se resistores com varios
valores comerciais de resisténcia cuja poténcia nominal maxima de
operacdo pode ser estipulada como de 1/8W, 1/4W, 1/2W. Assim,
guando utilizados em um circuito elétrico, estes podem admitir uma
ampla faixa de valores de tensdo e corrente, desde que a poténcia
dissipada P=V.I ndo ultrapasse o seu valor estipulado.

Observa-se que, apesar de ocorrerem pequenas variagdes nos
valores, comparando-se os dados do Grupo 1 e do Grupo 2 para cada
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resistor, essa variacdo ndo ocasionou mudanca nos modelos
apresentados pelos alunos devido aos arredondamentos das constantes
estarem determinados em 4 casas decimais. Observa-se ainda que, de
acordo com a 12 lei de Ohm, nos resistores 6hmicos a intensidade da
corrente e a tensdo sdo diretamente proporcionais e, de acordo com 0
Teorema Fundamental da Proporcionalidade, podem ser representados
por uma funcdo linear, ou seja, | (X) = ax. Surge entdo uma discussao
acerca do coeficiente linear nas fun¢des aproximadas. Observa-se que
em ambos 0s casos 0 valor desse coeficiente esta na ordem de 1074,

sendo que surgem algumas hipoteses para que esse valor ndo se tenha
anulado. Dentre as hip6teses consideradas plausiveis, destaca-se a
possibilidade de erros de medidas, comuns nesse tipo de experimento,
visto a pequenas variagdes frequentemente ndo serem captadas pela
(im)precis@o dos aparelhos, a possiblidade de os resistores terem seu
valor de resisténcia levemente diferente do valor comercial estipulado
(faixa de tolerancia) e, por Gltimo, a possibilidade de ocorréncia de erro
de arredondamento.

Apos essas discussdes, optou-se pela simplificagdo dos modelos
anteriores, desprezando nestes o coeficiente linear e obtendo, assim,
as funcdes apresentadas, respectivamente, nas equacgtes (03) e (04):

I,(x) = 0,0018x (03)

1,(x) = 0,0015x (04)
com a intensidades das correntes J, e 1, medidas em Amperes. Nesses
novos modelos, foi identificada a relagdo denominada por conduténcia
elétrica que é uma propriedade que um corpo apresenta relativa a
passagem da corrente elétrica. Ela é o inverso da grandeza resisténcia
elétrica, que denota a dificuldade oferecida & passagem de uma
corrente elétrica.
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Para 0 experimento seguinte, o resistor é substituido por
lampadas de 12V e 24 nominais em corrente continua com a
especificacdo de 10w de dissipacdo méaxima. Dessa forma, os efeitos
variantes da resisténcia elétrica em relagao a temperatura do filamento
podem ser observados no decorrer das medidas. O Grupo 1 utilizou
uma lampada de 24y enquanto o Grupo 2 utilizou uma de 12V.

Nesse experimento 0s grupos apresentaram algumas
dificuldades em registrar a corrente elétrica, principalmente para as
tensbes menores. Esse fato ocorreu devido a faixa limite de resolucéo
do multimetro utilizado estar na mesma ordem de grandeza da corrente
medida. Foi solicitado que cada grupo estabelecesse alguma estratégia
para obter a leitura de forma mais precisa possivel. Um grupo, por
exemplo, optou por identificar as oscilagbes maxima e minima em
varias medicBGes para obter uma média para fazer o registro dos
valores. Embora ambas as lampadas tivessem o mesmo principio de
funcionamento, como suas caracteristicas eram diferentes, os valores
obtidos pelo Grupo 1 s@o bem diferentes em relacdo ao Grupo 2,
conforme verifica-se no Quadro 2. Considerando a finalidade da
obtencdo dos dados, ndo foi discutido o mérito de cada uma das
estratégias, sugerindo-se que cada grupo trabalhasse com os dados
obtidos em suas leituras.

Com os valores obtidos nesse experimento, 0s grupos foram
convidados a estabelecer os modelos, visando aproximar os dados
experimentais apresentados no Quadro 2. Apés varios ensaios e testes
com diferentes formas de representagdo funcional, o Grupo 1 optou
por um modelo, usando uma aproximacao polinomial de sexto grau,
com a lei de formacdo dada pela Equacéo (05):

Ii(x) = —1078x® + 107 %x> — 4 - 10~5x* 1 0,0007x* — 0,0069x?% +
0,0427x + 0,0028

05)

enquanto o Grupo 2 optou pelo modelo com funcédo logaritmica, com
lei de formacéo, conforme a Equacéo (6):
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I3(x) = 0,2193 In(x) — 0,00363. (06)

Quadro 2 - Relagéo V x | em uma lampada — Grupos 1 e 2

Grupo 1 Grupo 2
Léampada 24V Léampada 12V
Tenséo (V) Co(r’r:)nte Tensdo (V) | Corrente (A)
0 0 0 0
1 0,045 1 0,016
2 0,066 2 0,095
3 0,084 3 0,200
4 0,099 4 0,250
5 0,112 5 0,282
6 0,125 6 0,337
7 0,137 7 0,352
8 0,148 8 0,401
9 0,159 9 0,440
10 0,169 10 0,491
11 0,179 11 0,526
12 0,189 12 0,558
14 0,208 - -
16 0,240 - -
18 0,255 - -
20 0,269 - -
24 0,282 - -

Fonte: os autores

Em ambos os casos, 0 dominio e a imagem foram definidos de
acordo com os intervalos em que os dados foram obtidos. Na tentativa
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de aproximacdo por funcdo logaritmica, observou-se a necessidade de
exclusao do ponto de abscissa nula, visto que o logaritmo esté definido
apenas para valores reais positivos. Os valores experimentais,
juntamente com as curvas obtidas pelos modelos sdo apresentados na
Figura 2.

Na sequéncia, foi sugerido aos alunos o célculo do valor da
condutancia elétrica referente aos experimentos realizados. O objetivo
da atividade foi observar com os alunos que a condutancia pode ser
obtida a partir da derivada de cada uma das funcdes.

A s e . 1 ,

A condutancia elétrica G é dada por G == onde G é a

condutancia elétrica medida em Siemens (©* ou S) e R a resisténcia.

Assim, para resistores 6hmicos a condutancia é diretamente
proporcional a corrente elétrica e inversamente proporcional a tensao
elétrica. Reescrevendo, tem-se que I = G-V e, comparando-se com 0S
modelos obtidos, as constantes 0,0018 O~1 e 0,0015 0~1 sdo,
respectivamente, as condutancias elétricas de 1, e 1, dos elementos
resistivos de 560() e 6800. Os valores da conduténcia apresentados
pelo fabricante foram, respectivamente, 0,0017857 Q=1 e
0,0014705 O~1; portanto, com uma aproximacao da ordem de 10~
em relacdo aos dados fornecidos pelo modelo.

Figura 2 - Modelos para a fungdo [;(x) grupos 1 e 2,
respectivamente

Corrente (A) (Grupo 1) Corrente (A) (Grupo 2)

y = -1E-08x® + 1E-06x® - 4E-05x* + 0,0007x* -

0,0069x* + 0,0427x + 0,0028 y =0,2193In(x) - 0,0363
-] H 0 15 2 s 20 < 2 4 13 8 p 12 b
Tensio (V) 2 Tensio (V)

Intensidade da Corrente (A)
Intensidade da Corrente (A)

Fonte: os autores
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Observou-se que, para os resistores ndo 6hmicos, essa forma de
obtencdo da condutancia ndo se aplica, levando a necessidade de
ferramentas matematicas mais robustas. Esse foi o momento de
introduzir a definicdo de derivada. Considerando que a resisténcia,
nesse caso, nao ¢ constante, foi sugerido “considera-la constante” para
pequenos intervalos de variacdo da intensidade de corrente e, nesses
intervalos, considerar a variacdo da tensdo, obtendo um valor
aproximado da resisténcia elétrica para aquele intervalo. Ressalta-se
gue, quando essa variacdo tende a zero, tem-se a resisténcia
instantdnea, que pode ser escrita como a derivada, conforme a
Equagdo (07):

R =V'(D = lim % (07)

0 que resulta na Equacao (8):

N S SN (08)
G R(D  lim%Y vy
AI-0AI

Observou-se que 0s modelos obtidos pelos alunos até o
momento forneciam o valor da intensidade de corrente | em fungéo da
tensdo 1 e, para o calculo de ¢, era necessario o valor de y'(J), ou
seja, a derivada da tensdo v em funcdo da intensidade ;. Uma
alternativa proposta para resolver esse problema foi encontrar as
funcdes inversas, tomando como varidvel independente a intensidade
da corrente | e como variavel dependente a tensdo Y. Sem muita
preocupacdo com as formalidades para a existéncia e obtencéo da
fungdo inversa, os alunos sugeriram aproximar outras funcoes
mediante o0 uso das planilhas eletronicas, invertendo as colunas dos
valoresdejeV.

O Grupo 1 obteve a funcdo com lei de formacgdo dada na
Equacéo (09), enquanto a lei de formagé&o da fungéo obtida pelo Grupo
2 é apresentada na Equacdo (10):
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V3(x) = 10°x® — 10°x°> + 334567x* — 45670

(09)

+3212,5x% — 57,863x + 0,007

Va(x) = 1,224843972x

(10)

em gue Vv, representa a tensdo em Volts e x a intensidade da corrente
em Amperes. Isso mostra que ha uma compreensdo, mesmo que
intuitiva, da inversdo de fungGes. Os modelos com as funcdes
inicialmente obtidas e “suas inversas” obtidas pela inversdo das
colunas de dados sdo mostrados na Figura 3.

Figura 3 - Comparativo dos modelos para a corrente elétrica e
tensdo dos Grupos 1 e 2, respectivamente

Corrente (A) (Grupo 1) Corrente (A) (Grupo 2)

? 03 - 13
T 05 4 -:‘ 05
E 02 § 04
g 018 é 03
[ &4 a 02
2 oo y = -1€-08x® + 1E-06x" - 4€-05x* + 0,0007x* - § P

o 0,0069%% + 0,0427x + 0,0028 R olia y =0,2193In(x) - 0,0363

g o s 10 5 2 s 20 -—E 01 © 2 4 6 8 0 2 "

Tensdo (V) ’ Tensdo (V)
Tensédo (V) (Grupo 1) " Tensdo (V) (Grupo 2)
» 2 y = 1,2448e43975

% y = 1E406x® - 1E406x® + 334567x* - 45670x" + ¥
v 3212,5x - 57,863x + 0,0077 B
Sw
.2 s
L s
s
5 ° 008 01 01s 02 02 03 -]

Intensidade da Corrente (A) 1Y) ° 01 02 03 04 os 06

Intensidade da Corrente (A)

Fonte: os autores
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Aproveitou-se 0 momento para tentar identificar se a funcao
obtida de fato representava a inversa. No caso da funcdo obtida pelo
Grupo 2, obteve-se 0 seguinte raciocinio, partindo das fungdes
apresentadas nas equacdes (06) e (10). Se

1(Vy) = I(x) = 0,2193In(x) — 0,00363 ¢ I"1(V;) = V(x) = 1,2448¢4371* _entio:
1(V(x)) = 0,21931n(1,2448¢*371x) — 0,00363 =

= 0,2193 [In(1,2448) + In (e*371¥)] — 0,00363 =~ (11)
~ 0,2193[0,21897 + 4,3971x] — 0,00363 ~ ~ 0,9643x + 0,04439

onde x representa a intensidade de corrente.

Nota-se que a identidade desejada I(V(x)) = x ndo é obtida em

virtude das aproximagdes decimais dos modelos (erros cometidos por
arredondamentos e/ou medigdes).

Apobs esse exercicio, chegou o momento de fazer algumas
formalizacGes, estudar algumas propriedades de derivadas e de
fungdes inversas para poder dar continuidade as questes a serem
modeladas. Usando a definigdo de funcdo inversa e a derivacdo de

funcdes compostas, conclui-se que V%U):I’(V), de forma que a

condutancia elétrica pode ser dada em funcdo da tensdo elétrica por
G(V) = I'(V).Observou-se que, para 0 caso dos resistores 6hmicos, isso
também esta satisfeito, visto que a derivada da funcéo linear € uma
constante e essa constante é o valor de ¢, como ja verificado
anteriormente. Esse fato foi observado por George Simon Ohm no ano
de 1827, quando identificou e classificou os materiais chamados
ohmicos, ou seja, que possuiam uma relacdo linear entre tensdo e
corrente elétrica, conforme descrito por Boylestad (2018).

Assim, verificou-se que, tanto a derivada primeira da funcéo
polinomial de grau seis quanto a derivada primeira da funcéo
logaritmica ndo sdo constantes, o que indica que as condutancias para
o0s dados do experimento com as lampadas s&o varidveis, contrariando
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as expectativas iniciais dos alunos. ldentificou-se com eles que,
geometricamente, a condutancia em cada tensdo x é a inclinacdo da
reta tangente a curva da funcdo obtida em cada modelo apresentado
pelos alunos.

Para o terceiro experimento, foram usados circuitos com diodos
visando explorar outras formas de funcdes, visto que estes ndo sdo
O6hmicos. Foram usados dois diodos com caracteristicas diferentes,
sendo o primeiro (D1) com especificacdo 1N4007 € 0 segundo (D2),
com especificacdo 1N4148.

Na Figura 4, é mostrado um esquema de montagem do circuito
para a realizacdo da experiéncia. Nele ndo ha resistores para a
limitagdo da corrente elétrica e, com a expectativa de que a corrente
elétrica varie exponencialmente com a variacao da tensdo, o limite de
poténcia dissipada dado pelo fabricante — que é de 3y em D1 e de
500mW em D2 — poderia ser rapidamente alcancado. Para a protegado
dos componentes, a fonte de tensdo foi configurada de forma que nédo
entregasse ao circuito uma corrente maior que 200mA. Em funcéo
disso e considerando as caracteristicas desse tipo de componente
eletrbnico, as tensbes aplicadas diretamente nos diodos néo
ultrapassaram o valor de 0,93 .

Figura 4 - Esquema do experimento implementado para medicdo de
corrente elétrica a partir da variacéo da tensdo E na fonte em um diodo

Fonte: os autores
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No Quadro 3, sdo apresentados os dados coletados nesse
experimento pelos dois grupos.

Quadro 3 - Relagéo V x | para os circuitos com Diodos

Diodo 1 Diodo 2 Diodo 1 Diodo 2
Tensfo Corrente Tensfdo | Corrente Tensdo Corrente | Tensdo Corrente

) &) 4] &) 49) &) ) &)

0,110 0 0,100 0 0 0 0,10 0
0.215 0 0,200 0 0,10 0 0,20 0
0,309 | 0,0000001 | 0,300 | 0,0000007 | 0,20 0 030 | 0,0000012

0,353 | 0,0000008 | 0,350 | 0,0000026 | 0,30 | 0,0000003 | 0,35 | 0,0000032
0,392 | 0,0000032 | 0,402 | 0,0000088 | 0,35 | 0,0000020 | 0,40 | 0,0000084
0,444 | 0,0000155 | 0,455 | 0,0000267 | 0,40 | 0,0000075 | 045 | 0,0000240
0,500 | 0,0000807 | 0,498 | 0,0000663 | 0,45 | 0,0000300 | 0,50 | 0,0000840
0,503 | 0,0002450 | 0,545 | 0,0000182 | 0,50 | 0,0001020 | 0.55 | 0,0001900
0,549 | 0,0007710 | 0,601 | 0,0000613 | 0,55 | 0,0003500| 0,60 | 0,0006010
0,650 | 0,0020000 | 0,654 | 0,0019240 | 0,60 | 0,0009300 | 0,65 | 0,001740
0,700 | 0,0068000 | 0,696 | 0,0046000 | 0,65 | 0,0025000 | 0,70 | 0,005300
0,751 | 0,0230000 | 0,749 | 0,0124000 | 0,70 | 0,0082000 | 0,75 | 0,012800

0,800 | 0,0772000 | 0,798 | 0,0288000 | - - 0,80 | 0,029900
- - 0,848 | 0,0628000 | - - 0,85 | 0,061600
- - 0,900 | 0,1166000 | - - 0,90 | 0,102400

- - - - - - 0,93 | 0,149300

Fonte: os autores

Novamente os alunos foram convidados a obter funcfes para
estabelecer as relacfes entre as grandezas tensdo e intensidade da
corrente. Com base nos valores apresentados no Quadro 3, usando as
fungdes por ajuste de curvas disponiveis em planilha eletrénica, os
alunos do Grupo 1 chegaram aos modelos apresentados nas equagdes
(12) e (13) para os diodos D1 e D2, respectivamente, enquanto 0s
alunos do Grupo 2 obtiveram os modelos das equagdes (14) e (15),
respectivamente, para os diodos D1 e D2:
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L, (V) = 1.107 1025914V (12)
L, (V) = 1.10 920603V (13)
1,(V) = 3.107 1024784V (12)
1,(V) = 5.10 %9263V (13)

onde I, e I, sdo, respectivamente, as intensidades das correntes dos
diodos D1 e D2 em Ampéres e | a tensdo em Volts. Os modelos
diferentes para mesmos diodos devem-se as diferencas nas leituras dos
dados apresentadas pelos grupos, possivelmente por imprecisdo do
instrumento de medidas, oscilacdo da corrente elétrica no circuito e
guantidade de dados utilizados pelos grupos. Observa-se, pelo
comportamento das curvas, que, para possibilitar melhor
aproximacdo, os alunos optaram em desconsiderar alguns pontos
iniciais (0s que apresentavam intensidade da corrente nula), a fim de
0 modelo captar melhor o crescimento exponencial, o que pode ser
observado nos graficos mostrados na Figura 5.
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Figura 5 - Dados experimentais e fung¢Oes ajustadas da intensidade da
corrente em funcgdo da tensdo na regido de operacdo direta dos diodos

Diodo 1 - Grupo 1 Diodo 1 - Grupo 2
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Fonte: os autores

Mesmo com fungdes distintas, os graficos evidenciam melhor
aproximacao pelo modelo exponencial, desde que desconsiderados os
pontos iniciais. Tal comportamento é esperado, uma vez que um dos
modelos fisicos utilizados para a regido de polarizacdo direta do diodo
é dado por meio de uma exponencial, segundo Sedra (2007).

Com base nas fungdes obtidas, os alunos puderam constatar, a
partir da derivada, que a condutancia elétrica em diodos é variavel.
Usando o exemplo do diodo D1, do Grupo 2, apresentado na equacgao
(12), obtém-se a conduténcia elétrica, conforme a Equagéo (14):

G(V)=1,(V) =74352-10710g24784V. (14)
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Isso permitiu calcular o valor aproximado da conduténcia elétrica para
qualquer valor da tensdo no dominio considerado para a obtencao do
modelo. J& para o célculo da resisténcia elétrica em cada diodo, foi
necessario obter as fungdes inversas, para, a partir dessas, calcular as
derivadas, visto que R(I) = V'(I). Num primeiro momento, 0s
alunos usaram a mesma estratégia dos exemplos anteriores, com a
inversdo das colunas de dados e aproximacdo de uma nova lei
matematica, expressando a intensidade da corrente em funcéo da
tensdo. Considerando a estrutura das fungfes, que sdo claramente
bijetivas, foi sugerida a obtengdo da inversa pelo método classico,
comparando-se os dados obtidos nas duas formas. O valor maximo
dessa diferenca, para valores no intervalo considerado para a funcédo
]1—1 =Vv(), foi na ordem de 102, Aproveitou-se 0 momento para

retomar a discussdo acerca de erros gerados em aproximagdes e sua
dependéncia das escolhas e simplificaces feitas.

Tomando como exemplo a fungéo obtida pelo Grupo 1 para o
diodo D1 apresentado na Equacdo (15), obtém-se a resisténcia,
conforme a Equagéo (16).

V,(I) = 0,03721n(I) + 0,8668 (15)

0,0372 (16)

— LA—
R(D = [, () ==

Observou-se, portanto, que a resisténcia elétrica no diodo
depende de 1, ou seja, é variavel, levando a concluséo de que os diodos
sdo materiais ndo éhmicos. Anélises analogas foram desenvolvidas
para as demais fungdes, na forma de atividades propostas para os
alunos.

Para a introdugéo do estudo de Integrais, foram utilizados dois
modelos desenvolvidos pelos grupos, com a finalidade de apresentar
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as somas de Riemann por meio das fun¢des aproximadas pelos alunos.
O estudo foi iniciado usando a relacdo que estabelece a corrente
elétrica em funcéo da tenséo no circuito com uma resisténcia elétrica
de 560 Ohms, apresentado na Equacéo (3).

Apb6s uma rapida pesquisa, os alunos verificaram que a poténcia
elétrica p em Watts (1) dissipada por um resistor é dada pelo produto
da intensidade da corrente j pela tensdo v, ou seja, P = [ -V, e que
essa poténcia corresponde a quantidade de energia consumida por
unidade de tempo. Assim, por exemplo, para uma tenséo de 2,5V, a
poténcia sera dada por

P(2,5) =1(2,5)-2,5=0,0045.2,5=0,01125 W,

0 que significa o consumo de 0,01125 joules por segundo.

A partir desse exemplo, ficou evidenciado que a poténcia seria
constante quando | e y fossem constantes, porém, para | e V
variaveis, a poténcia também iria variar. ldentificou-se ainda que, para
os valores constantes, a poténcia pode ser comparada a area de um
retangulo de base medindo v e altura medindo ]. O problema proposto
aos alunos foi identificar qual seria a poténcia dissipada ao variar a
tensdo, considerando o intervalo de 0 a 10 volts. Foi sugerida a
particdo do intervalo em n subintervalos (inicialmente congruentes),
considerando a intensidade da corrente constante em cada um dos
subintervalos. Optou-se em cada um dos subintervalos pelo valor da
intensidade da corrente calculada no seu inicio, o que resultou, para o
exemplo em andalise, em retangulos inscritos (ou aproximacéo por
falta), como pode ser observado na Figura 6, com n = 10 intervalos.



130 | Experiéncias de Modelagem no Ensino de Matematica

Figura 6 - Aproximacdo da soma das poténcias para n = 10
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Fonte: os autores

Os alunos puderam observar que a poténcia, em cada intervalo,
pode ser aproximada pela area do retdngulo correspondente e a
poténcia total, pela soma das areas dos n, retdngulos, que, por sua vez,
€ uma aproximacdo da area limitada entre a funcdo /(1) € o eixo das
abscissas, no intervalo considerado. Para facilitar a visualizagéo, foi
feita uma simulacéo usando o software GeoGebra, em que o valor de
n pode ser variado a partir de um controle deslizante, mostrando que,
aumentando 0 ndmero de retangulos, as “perdas de area” sdo
diminuidas, o que levou a concluséo de que quanto maior for o valor
de n, melhor seré a aproximacao da area total e, consequentemente, da
poténcia dissipada. Essa situacdo pode ser observada na Figura 7,
onde sdo considerados n = 100 retangulos.
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Como no caso analisado a funcéo era linear, a regido em analise
é um tridngulo retangulo, cuja area corresponde a 0,09 unidades de
area, mostrando que a aproximagao usada tende a esse valor quando o
namero de retangulos é aumentado infinitamente.

Observou-se, nesta atividade, que a poténcia dissipada no
intervalo de 0 a 10 volts, considerando o modelo usado, é de
aproximadamente P=0,09W e que, para resistores 6hmicos, onde a
funcBes sdo lineares (representadas geometricamente por retas), a
poténcia pode ser obtida pelo célculo da &rea de um tridngulo
retangulo, sendo que para esses casos 0s conhecimentos da geometria
plana sdo suficientes.

Figura 7 - Aproximagdo da soma das poténcias para n = 100

n=100
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Fonte: os autores

A situacdo descrita constitui-se em uma motivacgao para estudar
a solucdo de outras areas, para 0s casos de resistores ndo éhmicos,
conforme o exemplo que sera apresentado na sequéncia.
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Nesta atividade, foi usado um modelo para diodo, obtido na
Equacdo (12). Foi proposto aos alunos obter a poténcia dissipada para
uma variagdo da tensdo no intervalo de 0,3V a 0,8V. Usando
novamente a simulacdo feita no GeoGebra para a aproximagéo de
areas, obteve-se a aproximacao do valor da poténcia. Na figura 8, é
apresentada a aproximacao da poténcia dissipada para uma subdivisdo
do dominio em n = 30 subintervalos, obtendo-se uma soma das areas
dos retangulos inscritos no valor de 0,0031009955048302. J& para n =
50, a soma ficou em 0,003407408822026 e, para n = 100 o valor da
soma foi 0,003643097232834. Observou-se ainda que, quando o
nimero de retangulos aumenta, a largura de cada retangulo vai
diminuindo, ou seja, quando n — oo, tem-se que AV — 0. Os alunos
tiveram a oportunidade de repetir 0 processo para os demais modelos
obtidos nas atividades anteriores, calculando, dessa forma, o valor
aproximado da poténcia dissipada de acordo com o dominio fixado em
cada modelo.

Figura 8 - Aproximagdo da soma das poténcias para n = 30
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Fonte: os autores
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Apbs essas simulacBes, chegou o momento para aproveitar a
motivacdo e a compreensdo alcancadas com as atividades descritas
para formalizar o conceito de integracdo e trabalhar algumas técnicas
para o calculo de integrais. Definiu-se, portanto, a poténcia dissipada
como o limite da soma das areas dos retangulos inscritos (somas de
Riemann), quando o numeros de retangulo tende ao infinito (o0 que
equivale a largura AV tender a zero), chamando essa soma de integral
da funcdo I (V) sobre o intervalo dado. Assim, considerando AV; =
V; — V;_, abase de cada um dos n retangulos e I(V;) a respectiva
altura, com 1< i< n, pode-se determinar a poténcia aproximada
P(V) dada pela Equagéo (17):

P(V) = [(V)). AV, + [(Vy). AV, + I(V3).AVs + -+ (47)

[(V). AV, = X, 1(Vy). AV,

Considerando que quanto maior o nimero de retangulos, mais
proximo da area estara essa soma, se fazendo Ay; se aproximar de
zero, o numero de retangulos tenda para o infinito e a aproximacao da
area tende a area exata, obtendo-se a Equacéo (18).

(18)

maxAV_i—0 £

lim ZI(Vi).AVi = P(V).

Sendo esse limite definido como a integral de ¢ até p, da
fungdo [ (1), em que q e p sdo os extremos do intervalo de valores de
v em que se quer obter a poténcia (ou seja, a =V, e b =1V,),
usando a notagéo de integral, pode-se escrever a Equacéo (19).
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2 (19)
P(V) = f 1(V)av.

a

Ap0s discutidas técnicas de integracdo de algumas funcdes
elementares, do Teorema Fundamental do Calculo e propriedades
operatorias, os alunos foram convidados a usar esses conhecimentos
para o célculo da poténcia nos modelos desenvolvidos anteriormente.
Para 0 modelo usado na ilustracdo anterior, obteve-se que:

0,8 0,8
P(x) — J. 10—10 925,914xdx - 10—10 J‘ 925'914xdx —
0,3 0,3

1010 0,8
= ——[e207312 _ g7.742] i ‘. =0,003889648139 W.
25914 0,3

Ao comparar o resultado da aproximacdo pela soma de
Riemann por falta para uma partigdo com n = 100 e o resultado
obtido pela integral definida, observou-se uma diferenca na
ordem de 10~* que se justifica, uma vez que a soma de Riemann
apresentada no grafico representa uma aproximacao da soma das
poténcias no intervalo definido.

Para finalizar as atividades do projeto de modelagem, pdde-se
estabelecer o Teorema do Valor Médio, ao observar que a poténcia
média desenvolvida no intervalo pode ser obtida pela Equagéo (20):

1 (20)
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Esse valor pode ser interpretado geometricamente como
a altura de um retangulo de base b — a que tenha uma mesma
area da regido em questéo.

Analise e Consideracdes Finais

Ao levar os alunos para os laboratérios, buscou-se estabelecer
uma relacdo entre o estudo de funcGes e a Lei de Ohm. O
conhecimento sobre corrente, tensdo, resisténcia, proporcionalidade
direta e indireta pode ser obtido pela manipulagcdo dos materiais que
compdem essa relagdo. Com isso a experiéncia serviu para gerar
subsuncores que vieram a favorecer o aprendizado posterior de outros
elementos da eletricidade e, principalmente, de conhecimentos de
célculo diferencial e integral, conforme sugerido por Ausubel. Tais
conceitos estdo associados a materiais 6hmicos, ndo 6hmicos e diodos
de modo a aprofundar o conhecimento sobre func¢des e dando suporte
para a introdugdo de novos conceitos, como por exemplo, da derivada
como taxa de variagdo instantanea na relagdo entre duas grandezas
dependentes uma da outra e no estudo das integrais.

Né&o é pretensdo dos autores deste trabalho sugerir que esta é a
melhor forma de trabalhar conceitos de calculo diferencial e integral
com turmas de cursos da area técnica que tenham afinidades com os
conceitos da area elétrica. A intencdo é apresentar esta experiéncia
como uma opcao adicional para professores que acreditam nas
potencialidades do trabalho com modelagem, como forma de
contextualizar e motivar os alunos para a aprendizagem. Ressalta-se,
ainda, a importancia de momentos de formalizacdo e ampliacdo dos
conceitos  matematicos que eventualmente ndo  surgem
espontaneamente no processo de modelacéo.

Mesmo nao tendo a pretensdo de obter resultados conclusivos
sobre os beneficios do uso dessa metodologia de trabalho, na
sequéncia sdo apresentadas algumas percepcdes sobre as atividades
elencando-se possiveis contribui¢des que elas possam ter trazido para
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a aprendizagem dos alunos. Essas percepcfes foram identificadas a
partir da interacdo com os alunos participantes das atividades.
Inicialmente, observou-se uma sinalizacdo de que a aplicacdo de
Modelagem Matematica, a partir dos experimentos realizados no
laboratorio para o ensino de Célculo 1, é uma prética que contribui
com aspectos positivos para o desenvolvimento do trabalho.

Quanto aos aspectos relativos a motivacdo, de forma geral os
alunos mostraram-se bastante interessados em participar na realizagédo
dos experimentos e na elaboracdo dos modelos. Acredita-se que
trabalhar conceitos da matematica associados a problemas inerentes a
formagé&o fornecida pelo curso que escolheram contribuiu para manté-
los conectados aos topicos abordados nas aulas de Calculo. Essa
situacdo corrobora com a manifestacdo de alguns alunos durante o
desenvolvimento das atividades que evidenciam a importancia de
associar a teoria trabalhada em sala de aula com situagdes préaticas.
Identificaram-se como fatores motivadores, a visualizagdo do “para
qué” os conceitos e os conteudos trabalhados no calculo servem em
situacdes relacionadas ao curso. De forma geral, foi possivel
identificar que os alunos criam uma expectativa de aplicacdo dos
conteudos abordados nas diferentes aulas.

Embora tenham sido identificadas algumas dificuldades de
aprendizagem, principalmente no que se refere a operacionalizar
algumas técnicas de derivacdo e de integracdo, foram observados
alguns aspectos que sugerem evidéncias de aprendizagem,
principalmente do ponto de vista conceitual. Essas situagdes foram
observadas durante as aulas, em que os conceitos de derivada e de
integracdo foram construidos a partir dos modelos elaborados. Em
particular, na constru¢cdo das somas de Riemann, a partir da
aproximacao da regido de interesse por retdngulos, a compreensdo do
conceito de integral definida por praticamente todos os alunos ficou
evidente.

Observou-se também em alguns momentos a percepcao de
alunos da importancia da matematica formal para o desenvolvimento
do conhecimento abstrato na perspectiva de aplicagdo a conceitos
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posteriores. Assim, o aprendizado obtido torna-se conhecimento
subsungor necessario ao que sera trabalhado. Mediante o
desenvolvimento do projeto, os alunos visualizaram algumas
aplicacGes dos conceitos estudados e projetaram aplicagcbes em
situac@es futuras, 0 que mostra certo grau de amadurecimento sobre a
importancia do que estava sendo ensinado.

A importancia atribuida ao trabalho interdisciplinar também foi
perceptivel em algumas manifestaces dos envolvidos nas atividades.
Essas percepcBes se referem a importancia da utilizacdo de
instrumentos de medidas pertinentes ao estudo de circuitos elétricos
para a geracdo de dados com fins didaticos. Um destaque positivo da
aplicagdo do projeto de modelagem apontado refere-se a integracéo
entre contetdos e disciplinas. Neste sentido, a relagdo entre
Matematica/Célculo e circuitos elétricos ficou bem evidenciada nas
manifestacGes apresentadas, valorizando o trabalho interdisciplinar
gerado pelas atividades. Houve também sugestdo de que poderia haver
mais aulas praticas, com mais atividades que relacionem conceitos de
forma interdisciplinar, o que evidencia a importancia atribuida a essa
forma de trabalho.

Quando se planeja um trabalho com Modelagem Matematica,
frequentemente surgem preocupacdes com relacdo as possiveis
restri¢cdes e dificuldades que possam surgir nesse processo. Essas
situagBes também estiveram presentes na aplicagdo do presente
trabalho e poderdo ser superadas em futuras atividades. Uma
observacao feita pelos professores e também manifestada por alunos,
refere-se a precisdo das medidas, visto que a escala de leitura dos
aparelhos disponiveis nao foi capaz de detectar algumas variagdes de
grandezas que eventualmente  pudessem influenciar no
comportamento das fungdes. Ressalta-se, porém, que essa situacéo
ndo impediu o aproveitamento didatico dos dados coletados.

Trabalhar em grupos com menor quantidade de alunos também
foi uma sugestdo de alguns alunos, com a justificativa de que isso
permitiria a todos os envolvidos participar mais da manipulacdo das
ferramentas de laboratorio. Nessas sugestdes, observa-se um destaque
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dado pelos estudantes as atividades que envolvem manipulacdo de
instrumentos e as experiéncias realizadas em laboratérios, com
atividades préaticas. Houve questionamentos quanto a utilizacdo de
teorias sobre derivadas e integrais antes desses conceitos terem sido
abordados na sala de aula. Acredita-se que essa situacdo seja reflexo
da estrutura tradicional de ensino a que esses alunos estdo
acostumados, sendo que, quando se trabalha com Modelagem
Matematica, geralmente a resolugdo dos problemas propostos traz a
necessidade da introdugédo de algum conceito ou alguma ferramenta,
invertendo-se a légica de apresentar os conceitos para, depois, sugerir
alguma aplicabilidade.

Vérias atividades foram propostas e encaminhadas para
resolucdo extraclasse, de forma que, em alguns momentos, houve
guem alegasse falta de compreensdo para a execu¢do dos problemas
propostos e, nesse sentido, houve sugestdo de que os problemas
poderiam ter sido resolvidos em sala de aula. Identificou-se, em varios
momentos, a necessidade de favorecer o desenvolvimento da
autonomia dos alunos na busca de solugdo para os problemas, o que
certamente ndo se concretiza apenas com uma disciplina.

O trabalho desenvolvido trouxe evidéncias da viabilidade de se
trabalhar projetos de Modelagem Matematica em cursos de calculo,
principalmente quando associados, de forma interdisciplinar, com
outros componentes que tém em sua esséncia o desenvolvimento de
praticas de laboratdrio que possam gerar dados com experimentos de
interesse da area de formacédo a que o curso se propde. Observou-se,
nesse aspecto, um importante fator motivador, uma vez que tem a
potencialidade de mostrar a relevancia da introdugdo de novos
conceitos da matematica, em particular, do célculo diferencial e
integral para conseguir resolver problemas que se apresentam dentro
de sua area de formacdo.

Ressalta-se, porém, a necessidade de se extrapolar as questdes
emergidas na modelagem, abordando conceitos e contetdos que
eventualmente ndo se mostraram necessarios para resolver o problema
proposto no modelo, mas que sdo relevantes na formacéo proposta no
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curso. Generalizagdes, argumentacdes e formalizacGes de conceitos,
além de estabelecer técnicas para o calculo dos limites, das derivadas
e das integrais, também se mostraram importantes atividades a serem
desenvolvidas, além da modelagem. Essa necessidade decorre da
compreensao de que, ao se trabalhar com a Modelagem Matematica,
sdo essenciais 0s momentos de formalizacdo de conceitos que surgem
no processo de pesquisa, ndo sendo necessariamente suficiente
discutir apenas os elementos que se evidenciam no modelo explorado.
Além da proposicao dos modelos, nesta pesquisa buscou-se identificar
aspectos que evidenciam contribui¢des do trabalho com Modelagem
Matematica no ensino de célculo diferencial e integral, na tentativa de
atribuir um melhor significado aos conceitos estudados pelos alunos.
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Introducao

O componente curricular de Céalculo Numérico | é um
componente obrigatério na matriz curricular do Curso de Matematica
— Licenciatura da Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA) do
Campus Itaqui. Como continuidade, ha ainda de forma eletiva, outro
componente de 60 horas, intitulado Calculo Numérico Il (Componente
Curricular Complementar de Graduagdo) (UNIPAMPA, 2017).

Constante ao final do curso, estes componentes tem exigido as
habilidades e conhecimentos abordados ao longo de Calculos
Diferenciais e Integrais, além de Algebra Linear, Geometrias, dentre
outros. Como forma de dinamizar as avaliagdes, sdo propostas tarefas
a partir de contetidos especificos exigidos nos componentes, com
registro em relatérios de atividades. A exemplo, no estudo de raizes
de funcgdes (ou solucdo de equacbes ndo lineares) sdo solicitadas as
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aplicacBes dos métodos estudados a trés fungdes diferentes (pensadas
pelos alunos) para encontrar suas raizes.

Esta abordagem, embora muito simples, tem desafiado os
alunos numa dindmica sequencial de alguns questionamentos: O que
precisa ser feito? Para que? Como? A proposta é sair de perguntas e
problemas prontos (de livros ou materiais didaticos), dos quais pouco
permitem/exigem questionar-se acerca de aplicacbes efetivas dos
temas abordados.

Nesta proposta de aplicages, surge o trabalho de Modelagem
Matematica como meio de desenvolvimento, mas também de
avaliagdo. Assim, no segundo semestre de 2019, foi proposto o
seguinte problema: Reconstituir um objeto como um solido de
revolucéo, calculando area do plano transversal, volume do sélido e
area de superficie.

Em termos de componente curricular, o objetivo estava focado
na aplicacdo de métodos de interpolacao e integragdo numérica. Neste
contexto, foram criados momentos de: apresentacdo e discussdo dos
métodos de interpolagdo e integracdo numérica; discussdo e
desenvolvimento  dos  objetos  escolhidos;  discussdo e
compartilhamento em férum online; orientacbes e discussdo
individualizada. Destaca-se que o trabalho foi desenvolvido em 5
noites de aulas presenciais e também em momentos de atendimento
individualizado, além de compartilhamento no férum de discusséo.

Por fim, a turma desenvolveu cinco solidos de revolugdo,
apresentados na Figura 1, sdo eles: cuia de chimarrdo, taga de
champanhe, lampada, pedo de brinquedo, e garrafa de suco. Nem
todos os académicos conseguiram realizar os dois Gltimos objetivos,
sendo assim, apds o término do componente curricular, os académicos
participantes deste trabalho complementaram o estudo destes solidos
com esta perspectiva.
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Figura 1 - Objetos escolhidos para a reconstitui¢do

Fonte: Os autores

Escolha dos Objetos e Obtencéo dos Dados

A justificativa para a escolha da cuia de chimarrdo é devido ao
uso diario do objeto, enraizado na cultura do Rio Grande do Sul, em
especial a regido do Pampa, berco da histéria e cultura gatcha, da qual



144 | experiéncias de Modelagem no Ensino de Matemética

se insere a UNIPAMPA. Comprova-se este uso diario durante as aulas
da Universidade, que permite o consumo desta bebida em seus
diferentes espagos, com exce¢do a ambientes laboratoriais especificos.

Para escolher a taca de champanhe, tratou-se de associar a cuia
de chimarr@o como objeto para bebidas, e entéo, se pensou em bebidas
para o frio (como o vinho) e naguelas comemorativas (champanhe).
Como a discussdo sobre a escolha dos objetos foi realizada
conjuntamente na turma, e ainda via forum em rede social, também
seguindo na linha das bebidas, uma aluna encontrou em sua casa uma
garrafa utilizada para suco de uva, da qual achou interessante utilizar.

O pedo de madeira definiu-se com o objetivo de escolher um
brinquedo, principalmente dagqueles que remontassem a infancia, e de
pouco uso na atualidade. Ja a lampada foi definida a partir da
observacdo em muitos espacos, discutindo ainda os diferentes
formatos existentes, quanto a representacdo como sélido de revolucao.

Para a obtencdo das medidas da cuia, na busca de curvas que
representem o sélido, foram utilizados régua, paguimetro e fita
adesiva para a superficie externa (Figura 2), onde registrou-se o raio a
cada centimetro de altura da cuia. Ja para a obten¢do da regido interna,
foi utilizada massa de modelar, que foi secada em forno convencional.
Apos este ultimo processo, com o molde obtido, foi transferida sua
curvatura em papel quadriculado (Figura 2), onde registrou-se também
0 raio a cada centimetro de profundidade.

No processo de medicdo da taga, foram demarcados 19 pontos
igualmente espacados em lados opostos, com o auxilio de uma régua
e de um paquimetro, para obtencdo dos diferentes diametros (Figura
3). O mesmo processo aconteceu para o pedo de madeira, onde foram
obtidos 14 pontos (Figura 4).

A garrafa foi medida a cada 1 cm, utilizando-se de régua para
definir a altura e de linha de bordado para cada circunferéncia (Figura
5). Posteriormente, as medidas dos raios foram calculadas a partir da
relagdo do raio com a circunferéncia, dada por C = 2nr.
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Para as marcagdes da lampada foram utilizados os seguintes materiais:
esquadro profissional, esquadro pequeno, paguimetro e um lapis.
Primeiramente, dividiu-se o esquadro profissional, com o auxilio de
um esquadro pequeno, em intervalos de 0,5 cm. Em seguida, o objeto
foi posicionado sobre o esquadro e, verticalmente, marcaram-se na
lampada os prolongamentos das divisdes realizadas no esquadro,
conforme ilustra a Figura 6. Enfim, com as marcag6es na superficie e
com o auxilio do paquimetro, mediram-se os didmetros de cada
marcacdo na lampada, para ap6s, obter-se o valor do raio.

Figura 2 - Processo de medicéo da cuia
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Fonte: Os autores
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Figura 3 - Processo de medig&o da taga de champanhe
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Fonte: Os autores
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Figura 4 - Processo de medicéo do pedo de madeira

Fonte: Os autores

Figura 5 - Processo de medicéo da garrafa de suco

WS o e

Fonte: Os autores
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Figura 6 - Processo de medicéo da lampada

Fonte: Os autores

Curvaturas na Superficie dos Objetos

De posse dos dados das curvaturas externa e interna, foi
inicialmente realizada uma interpolacdo lagrangeana (RUGGIERO;
LOPES, 1996) para a curva externa da cuia, da qual mostrou-se pouco
representativa do objeto, com picos e curvaturas inexistentes,
conforme apresentado na Figura 7. Com este resultado, discutiu-se
conjuntamente sobre as caracteristicas dos polinbmios de alto grau
envolvidos, onde decidiu-se por utilizar interpolagbes com menor
grau, na busca de uma melhor representacdo de todos os objetos.
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Figura 7 - Interpolacéo lagrangeana para a curvatura externa da cuia

Fonte: Os autores

Para as curvas da cuia e da tacga, optou-se por trabalhar com
interpolagBes por splines cubicos (RUGGIERO; LOPES, 1996).
Assim, para a cuia utilizou-se o programa Scilab (ESI Group, 2018)
para resolver o sistema de equacGes necessario, bem como a
composicdo dos coeficientes dos polindmios cubicos interpolados,
dados na Equacdo 1. Os pontos medidos e as curvas interpoladas
podem ser visualizados na Figura 8. Ja para a taca, o sistema foi
resolvido com o uso de uma calculadora de matrizes online (Matrix
Calculator, 2019), e a curva representada no programa Geogebra
(International GeoGebra Institute, 2019), como pode ser observado na
Figura 9.
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Sc(x) = ap(x — xp11)3 + b (x — xp11)? + (6 — xp41) +die (1)

onde k = 1, 2,3,...n representa o indice da equacédo ou do ponto; s,
0 polindbmio k; x,_, a coordenada x do ponto k + 1; ay, by, ¢ € dj
os coeficientes do polinbmio s.

Figura 8 - Curvas interna e externa da cuia interpoladas por splines
cabicos

y (cm)

Fonte: Os autores

Figura 9 - Curva da taca interpolada por splines cubicos
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Fonte: Os autores
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Na interpolacéo das curvas da lampada e do pedo foi utilizada a Forma
de Lagrange (RUGGIERO; LOPES, 1996), onde foram testadas
diferentes quantidades de pontos. No caso da lampada, chegou-se
como melhor representativo 5 conjuntos de 5 pontos, e portanto,
interpolacGes com polindmios de quarto grau. Para o pedo, optou-se
por 4 conjuntos de pontos, na sequéncia de 3, 5, 5 e 4 pontos
(polindmios de segundo, terceiro e quarto grau). Para o célculo pela
Forma de Lagrange foi utilizada a Janela CAS do programa Geogebra
(International GeoGebra Institute, 2019), além da representagdo
grafica das curvas, apresentadas nas Figuras 10 e 11.

Figura 10 - Curva da ldmpada interpolada pela Forma de Lagrange

4cm y

3cm

1cm

0 1cm 2cm 3cm  4cm 5cm 6cm 7cm 8cm 9cm  10cm

Fonte: Os autores



152 | Experiéncias de Modelagem no Ensino de Matematica

Figura 11 - Curva do pedo interpolado pela Forma de Lagrange

3cm y
2cm
1cm
X
0 1cm 2cm 3cm 4cm 5cm 6cm 7cm

Fonte: Os autores

A curvatura da garrafa foi interpolada através da resolucgdo de
sistema linear (RUGGIERO; LOPES, 1996), com suporte de uma
calculadora de matrizes online (Matrix Calculator, 2019), onde foram
utilizados 6 conjuntos de 4 pontos (polindmios de terceiro grau) e 1
conjunto de 15 pontos constantes que representam uma reta. Na Figura
12 é apresentada a interpolacdo da garrafa.

Figura 12 - Curva da garrafa interpolada por sistemas lineares

0 2cm 4cm 6cm 8cm 10cm 12cm 14cm 16cm 18cm  20cm 22cm 24cm 26cm  28cm 30cm 32cm

Fonte: Os autores
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Plano Transversal aos Objetos

Para o calculo da éarea da secdo definida por um plano
transversal a cuia, figura plana que rotaciona para formar o sélido,
tomou-se a Equagéo 2,

n Xk+1
A= Z S (x) dx (02)
k=1

Xk

que resulta em

n

b .
Azz—%hh?“hg—%hﬁmkhk (03)

k=1

onde hy = xy+1 — X, n € 0 nUmero de intervalos.

Tomando a diferenca entre as areas abaixo da curva externa e
abaixo da curva interna, delimitadas pelo eixo Ox e pelas retas x = x;
e x = Xx,41, Obteve-se a area da secdo do plano transversal da cuia
dada por 29,38 cm2. No caso dos outros objetos, foram calculadas as
areas a partir da integracdo numérica com os dados medidos
experimentalmente, pela Regra 1/3 de Simpson repetida para a taca e
a lampada, e Regra dos Trapézios repetida para o pedo e a garrafa,
conforme Equagbes 4 e 5 (RUGGIERO; LOPES, 1996),
respectivamente. Assim, obtivemos as areas: 29,5 cm? para a taca;
19,6 cm? para a lampada; 8,21 cm? para o pedo; 140,06 cm? para a
garrafa.
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sn = [5G0 % S50 + 5 Gan) +4156) 50+ 5G]

1

+2[s(x5) + s(x5) + = + (-]} (04)

Xn+1
Arp z[ s(x)dx

1

~ g[s(xl) +25(xz) + 25(x3) + -+ 25(x,) + s(x041)  (05)

onde s(x) representa o polindbmio interpolado no intervalo [x;, Xp41],
com pontos igualmente espacados e h = hy,.

Volume dos Objetos de Revolugédo

De posse da area transversal da cuia, escolheu-se utilizar o
Teorema de Pappus para o calculo do volume do s6lido de revolucao,
dado pela Equacdo 6, com a determinacdo das coordenadas do
centroide dado pelas Equagdes 7 e 8 (HIBBELER, 2011).

V = 2mAd (06)

onde A ¢ a area transversal da regido R a ser rotaciona e d a distancia
do centroide ao eixo de rotagéo.
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fz%ﬂxd}? (07)
3"%[]”*‘* (08)

Aplicando-se as Ultimas equagdes, com y = s (x), obtém-se as

Como a regido R é composta por diferentes funcdes s, (x), 0
centroide total foi calculado a partir dos centroides locais,
considerando-se as Equacgbes 11 e 12 (HIBBELER, 2011). Os
centroides podem ser visualizados na Figura 13.

__1jay (b — 3a;Xy41)
X = A ?(x£+1 - xi) + fﬂ(xéﬂ - x;gf)
3a,x2,,—2bpX)0q + C
+ ( kYE+1 3k k+1 k) (XE_HL _ xﬁ)
(—apx2 1+ hpxt ey — CuXpsr + dy)
+ o JH; = (e — %) (09)
1 a% kak (bé + 2(1,ka) (akdk + bkck)
V= —|—=h] — he he — h
Y=oal7 Ty et 5 k 2 k
c2 +2b.d
+(k37kk)h§ — cpdyh? + dghk] (10)
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Como a regido R é composta por diferentes fungdes s, (x), 0
centroide total foi calculado a partir dos centroides locais,
considerando-se as Equagdes 11 e 12 (HIBBELER, 2011). Os
centroides podem ser visualizados na Figura 13.

2= Ak
Xr = 7213:1‘% (11)
=1 Ak
yr = ZE:].A;; (12)

Figura 13 - Centroides locais e total na cuia

pontos experimentais
centroides locais
centroide total
curvas interpoladas

o XxXo

y (cm)

Fonte: Os autores

Utilizou-se entdo a Equacdo 6 para o calculo do volume do
solido de revolucéo, considerando-se d = y;, ja que o eixo x foi
considerado como eixo de rotacdo. Assim, 0 volume obtido da cuia foi
de 465,52 cm3. Para os outros sélidos, foi utilizada a Equagdo 13
(STEWART, 2016a).
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V= Hfrz(x) dx (13)

onde r(x) representa o raio do objeto ao longo do eixo x, obtidos
experimentalmente.

No célculo da integragdo numérica da Equacéo 13, foi utilizada
a Regra 1/3 de Simpson repetida para a taca e a lampada, e a Regra
dos Trapézios repetida para o pedo e a garrafa (RUGGIERO, LOPES,
1996). Por fim, obtivemos os volumes: 203,31 cm? para a taga; 133,2
cm3 para a lampada; 38,27 cm?3 para o pedo; 2019,88 cm3 para a
garrafa.

Area de Superficie e Comprimento do Arco dos
Objetos de Revolucao

Com o objetivo de encontrar a area da superficie de revolugéo
(em torno do eixo x) e 0 comprimento dos arcos externos e internos
sk (x) da cuia, foram utilizadas as Equacdes 14 e 15 respectivamente
(STEWART, 2016a).

X1 dSk 2
A= 2?{[ s [1+|——]) dx (14)
e " (dx)
_ X1 dgk 2
a= Lk 1+ (E) dx (15)

O uso destas ultimas equagdes se deu a partir da derivada
algébrica da Equagdo 1, mas com a integracdo numérica pela Regra
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1/3 de Simpson repetida (RUGGIERO; LOPES, 1996), com o suporte
do programa Scilab (ESI Group, 2018). Como resultados, obteve-se
por arco externo um comprimento de 16,35 cm, enquanto um arco
interno de 12,5 cm. J& a &rea de superficie externa da cuia encontrada
foi de 385,46 cm? e uma area interna de 188,53 cmz2.

Para a solucdo das Equac6es 14 e 15 no caso dos outros objetos,
também foram utilizadas as derivadas algébricas de suas funcgdes
interpoladas, calculadas no programa Geogebra (International
GeoGebra Institute, 2019), sendo realizada a integragdo numérica pela
Regra 1/3 de Simpson repetida para a taca e a lampada, e pela Regra
dos Trapézios repetida para o pedo e a garrafa (RUGGIERO, LOPES,
1996). As areas de superficie e os arcos encontradas foram,
respectivamente: 200,76 cm? e 19,59 cm para a taca; 139,95 cm? e
12,23 cm para a lampada; 57,28 cm? e 7,39 cm para o peédo; 899,45
cm? e 32,95 cm para a garrafa.

Reconstituicdo dos Objetos

A reconstituicdo comutacional dos objetos, envolvendo o
estudo e aplicacdo da revolugdo de sélidos, centralizou-se no uso de
parametriza¢do das curvas externas e internas obtidas anteriormente
para a construcdo das superficies, generalizadas na Equacdo 16
(STEWART, 2016b).

t
5.~ (s one) (16)

si(t) sena

comtdeOax, eadela?2m.

Por fim, seguem a reconstituicdo dos objetos no programa
Geogebra (International GeoGebra Institute, 2019), representados nas
Figuras 14, 15, 16, 17 e 18.
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Figura 14 - Reconstituicdo da cuia de chimarrdo

Fonte: Os autores

Figura 15 - Reconstituigdo da taga de champanhe

Fonte: Os autores
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Figura 16 - Reconstitui¢do da lampada LED
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Fonte: Os autores

Figura 17 - Reconstitui¢do do pedo de brinquedo

Fonte: Os autores
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Considerac0es Finais

Diante do problema de reconstituicdo dos objetos propostos, se
percebe que a aplicagdo dos métodos numéricos estudados no
componente curricular pode ser vantajosa, pois, desta maneira,
estudos em torno de problemas correlatos podem ser desenvolvidos, e
assim despertar o interesse por métodos numéricos que estdo
diretamente relacionados a matematica aplicada.

Figura 18 - Reconstitui¢do da garrafa de suco

Fonte: Os autores

Desta forma, destaca-se que o trabalho realizado contemplou
diversos conceitos matematicos estudados em disciplinas de Céalculo
Diferencial e Integral e Algebra Linear do curso, no sentido de
determinar a solugcdo numérica dos problemas. Ademais, foram
combinadas diferentes ferramentas para o desenvolvimento das
atividades, em especial, destaca-se a utilizacio do programa
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computacional GeoGebra 3D para a visualizacdo dos respectivos
objetos reconstituidos e de suas curvas interpoladas.

Além disso, trés objetos reconstruidos, a partir das curvas
interpoladas, tiveram uma representacdo apenas da superficie, uma
vez que a representacdo do interior dos objetos necessita de uma maior
guantidade de informag6es. Assim, obteve-se a representacdo interna
apenas de um objeto, a cuia de chimarrao.

Com relagdo a representatividade dos objetos selecionados,
observa-se que 0s mesmos foram desenvolvidos exitosamente,
levando em consideracdo os erros decorrentes das medigBes, bem
como, os erros de arrendondamento ou truncamento adotados. Neste
sentido, as curvas obtidas pelo método de Splines Cubicos foram as
gue melhor traduziram os objetos.

Por fim, a utilizacdo de métodos numéricos computacionais se
torna de extrema importancia para resolver calculos longos e
complexos de maneira mais eficiente, assim como utilizado para
reconstituir objetos e superficies presentes no cotidiano, a exemplo
dos realizados neste trabalho.
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Modelagem Matematica do Crescimento
de Plantas de Milho

Denise Schwendler?
Pedro Augusto Pereira Borges?

Introducéo

A primeira versdo deste trabalho foi resultado da proposta de
modelar uma situacdo-problema, como parte das atividades da
disciplina de Calculo Numérico do Curso de Matematica — Licenciatura
da UFFS, no segundo semestre de 2019. A escolha do tema foi devido
a vivéncia da Denise** com a area agricola, atividade de seus pais e de
seu namorado, em ltapiranga/SC. Nesse ambiente, saberes técnicos de
como preparar a terra, adubar, espacar as plantas, escolher a variedade
do milho, sdo parte da experiéncia de producéo, que passa de pai para
filhos, assim como das inser¢des de processos tecnolégicos, aprendidos
em cursos promovidos por cooperativas ou empresas da area. Nesse
ambiente cultural, os agricultores observaram que os pés de milho
plantados proximos aos postes com iluminacéo cresciam mais do que
os plantados em condicBes naturais. Evidentemente, iluminar toda a
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lavoura ndo seria uma alternativa viavel economicamente, mas revela a
capacidade de observacdo, de atencao e zelo dos agricultores com o seu
objeto de trabalho. Desse ambiente cultural, originou-se a questéo de
pesquisa: Qual é a funcdo, no sentido matematico, que modela o
crescimento de um pé de milho? O objetivo da investigacao limita-se a
produzir um modelo e estudar seus coeficientes, que eventualmente
poderia ser empregado para ajustar curvas em pesquisas sobre a
influéncia de determinadas variaveis sobre o crescimento de vegetais.

Para além de resultados do modelo em si, também é objetivo
deste trabalho apresentar fatos e reflexdes sobre a experiéncia de
modelar na Licenciatura, no sentido de construir e contextualizar
conceitos, em um ambiente de Matematica Aplicada, agles
fundamentais para a formagao de professores.

Uma revisdo bibliogréfica, apresentada na segunda se¢do deste
trabalho, esclareceu a importancia de saber como crescem 0s vegetais
para a Boténica, a Agronomia e as Engenharias Florestal e Ambiental,
além de identificar as variaveis (solo, genética da planta, agua e
iluminacdo) e os modelos matematicos existentes sobre o crescimento
de vegetais.

A escolha de monitorar o crescimento —ao invés de utilizar dados
da literatura — ocorreu pela disposicdo da lavoura dos familiares da
Denise, recém plantada com milho, cujo periodo de desenvolvimento
coincidiu com o semestre em curso. O monitoramento, os métodos de
coleta, o tratamento dos dados e as estratégias para evitar a perda de
trabalho com eventuais quebras de plantas estdo explicitados na terceira
secao.

Paralelamente ao monitoramento  experimental, foram
desenvolvidos o0s conhecimentos matematicos necessarios para 0
modelo. As nogdes sobre Equacdes Diferenciais, Sistemas de Equacgdes
— adquiridas em disciplinas ja cursadas — foram fundamentais para
entender o modelo logistico e a determinagdo dos parametros por
métodos numéricos. A descricdo das equacles, dos métodos, da
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implementacdo computacional e da analise dos resultados esté referida
na quarta secéo.

Na quinta se¢do sdo comentadas algumas questdes relativas ao
emprego da modelagem no ensino de Céalculo Numérico e possiveis
contribuigdes desse tipo de estratégia de ensino para a formagdo de
professores.

O Crescimento de Vegetais

O crescimento de vegetais esta associado a diferentes fatores,
objeto de estudo da Fisiologia Vegetal. Esse ramo da Botanica descreve
0 crescimento como um termo qualitativo que se relaciona a mudangas
de tamanho e/ou massa. Os aumentos de tamanho ocorrem geralmente
em uma Unica direcdo, que pode ser a altura de caules, o diametro, a
area de folhas, além de outros. Em relacdo as etapas de crescimento,
Lucchesi faz a seguinte observacao:

No inicio, como depende de reservas contidas nas sementes, 0
crescimento é lento; posteriormente, apds o desenvolvimento do
sistema radicular e a emergéncia das folhas, tem um rapido
crescimento através da retirada de &gua e nutrientes do substrato
onde esta e através da sua atividade fotossintética. Apds atingir o
tamanho definitivo, entra para a fase de senescéncia, que resulta em
um decréscimo no acimulo de matéria seca. (LUCCHESI, 1984, p.
182).

Condicbes ecoldgicas adequadas, fatores internos, como 0s
hormdnios vegetais, e externos, como a luz, a 4gua e a temperatura, em
niveis adequados, interferem quantitativamente em todas as fases do
crescimento e do desenvolvimento. E fundamental esclarecer que
crescimento e desenvolvimento sdo dois conceitos frequentemente
confundidos, porém, cada um apresenta suas caracteristicas proprias.
Para Pes e Arenhardt (2015), o crescimento se refere ao aumento
irreversivel do tamanho ou volume da planta, enquanto o
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desenvolvimento estd relacionado ao processo em que as plantas
passam pelas diversas fases fenologicas. “Todas as plantas de milho
seguem um mesmo padrédo de desenvolvimento, porém, o intervalo de
tempo especifico entre os estadios e o nimero total de folhas
desenvolvidas podem variar entre hibridos diferentes, ano agricola, data
de plantio e local” (MAGALHAES; DURAES, 2006, p. 2). Para esses
autores, de modo geral, os vegetais tém dois periodos de
desenvolvimento: o vegetativo e o reprodutivo. J& Peixoto e Peixoto
identificam seis fases do desenvolvimento: germinacéo, juvenilidade,
maturacao, reprodugdo, senescéncia e morte” (PEIXOTO; PEIXOTO,
2009, p. 39-40).

A descricéo fisiologica das fases do desenvolvimento pode ser
auxiliada pela analise das variaveis do crescimento, na forma de
modelos matematicos. Lyra et al. (2008) em seus estudos, tiveram 0
objetivo de

avaliar os ajustes do modelo logistico as variaveis de crescimento,
altura da planta e matéria seca da parte aérea (caule, folhas, espiga
e total) e de um modelo exponencial ao indice de &rea foliar, em
fungdo dos graus-dias acumulados ou dos dias apés a emergéncia,
em diferentes épocas de plantio e manejo da cultura do milho,
variedade BR 106, no municipio de Rio Largo — AL. (LYRA et al.,
2008, p. 213).

Nesse estudo, mediante dois experimentos em que
acompanharam o cultivo dessa variedade de milho, chegaram a
resultados positivos, considerando que o0s modelos mostram
conformagdes significativas. Assim, percebe-se que os modelos
matematicos estdo presentes nos estudos e em praticas do cultivo de
vegetais, particularmente no crescimento de plantas de milho,
indicando ser um recurso que pode oferecer diversas vantagens nas
areas de pesquisa e no meio agropecuario.

Para estudos de analise do crescimento de vegetais e, em
especial, das plantas de milho, sdo utilizados modelos matematicos
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elaborados a partir de alguns parametros. Entre os diversos resultados,
“o0 uso de modelos diretamente por agricultores ou consultores também
ajuda na visualizacdo do impacto de escolhas de manejo em resultados
ndo visiveis” (ANDRADE et al., 2009, p.12). Nessa area, Matthew e
Stephens (2002 apud ANDRADE et al., 2009) consideram que ha trés
aplicacBes para os modelos de culturas: como ferramenta de pesquisa;
como ferramenta para tomada de decisBes; como ferramenta em ensino,
treinamento e transferéncia de tecnologia.

Costa e Barros (2001) desenvolveram e testaram um modelo de
simulagdo de crescimento, desenvolvimento e rendimento da cultura de
milho, sendo que o0 experimento contou com coleta de dados em que foi
realizada a medicao da altura das plantas, da area foliar, da matéria seca
do caule, das folhas e das raizes. O modelo foi construido em partes,
tendo como pardmetros a eficiéncia fotossintética e a respiracdo de
manutencdo, 0 que possibilitou uma representacdo adequada do
crescimento e acumulo de matéria seca da cultura de milho.

Condigoes de Plantio, Monitoramento e Dados do
Crescimento do Milho

As plantas de milho observadas sdo do tipo 30 r 50 Pioneer,
plantadas com 3,7 grdos por metro em cada fileira e distancia entre essas
de 0,51 m. Na semeadura, foram aplicados 10 sacos de 50 kg de adubo
por hectare. No decorrer do crescimento, foram efetuadas duas
aplicagdes de ureia com 5,3 sacos de 50 kg por hectare em cada
aplicagdo, além de trés aplicagOes de inseticidas: a primeira contra
percevejos e lagartas; a segunda para o controle de plantas
concorrentes; e a terceira contra a ferrugem. Além desses tratamentos,
€ necessario considerar as condi¢des climaticas do periodo. Nas
primeiras quatro semanas de coleta de dados, ndo ocorreram chuvas,
enquanto no periodo seguinte, as condigdes climéaticas foram
satisfatOrias para o crescimento das plantas.

Dois grupos de plantas, cada um com cinco pés de milho
escolhidos aleatoriamente no primeiro dia, em duas regides da lavoura,
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foram monitorados entre 15 de setembro e 24 de novembro de 2019. As
plantas do Grupo I, Pi, com i=1, 2, ..., 5 foram semeadas no dia 29 de
agosto e as do Grupo Il, P;, com i=6, 7, ..., 10 no dia 03 de setembro de
2019. A definicdo de dois grupos deve-se a dois motivos: primeiro,
diminuir o risco de interrupcdo da sequéncia de coleta de dados por
acidentes naturais e ocasionais, tais como a quebra de caule devido a
acdo do vento, pisoteio de animais ou pela propria rotina de manutencéo
da lavoura; segundo, diminuir a influéncia das condigdes naturais locais
de solo, agua e iluminacéo.

Cada planta foi identificada com uma estaca numerada, como
mostra a Figura 1(a). A medida da altura foi obtida com o auxilio de
uma trena metalica, com uma extremidade ajustada ao chdo e a outra na
ponta da folha mais nova (Figuras 1(b, c e d). As medigdes ocorreram
com intervalo de uma semana, exceto a Ultima, realizada ap6s um
intervalo de duas semanas, visando ao registro de dados no periodo de
estabilidade da altura das plantas (altura maxima).

Figura 1 - Coleta de dados

(@ .b) (©) (d (e)
Fonte: Denise Schwendler

Tem-se a informacdo, dos agricultores, de que o solo das plantas
do primeiro grupo (argiloso) é mais fértil do que o do segundo
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(rochoso). Durante a medicéo das alturas, uma planta do segundo grupo
nado se desenvolveu e por isso, foi desconsiderada na analise, de modo
que esse ficou apenas com quatro plantas, numeradas de Pg até Po. As
diferencas de solo e data de plantio podem ser consideradas para
explicar os diferentes desenvolvimentos das plantas de cada grupo.

Os dados (tempo, altura) foram organizados em tabela eletrénica,
0 que possibilitou calcular as médias e 0 acompanhamento grafico do
crescimento particular de cada pé de milho. As alturas foram medidas
inicialmente em centimetros, sendo posteriormente convertidas para
metros, de modo a evitar problemas de overflow durante o tratamento
dos dados. As médias das alturas das plantas dos dois grupos sdo
apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 - Média das alturas (h) e desvio padréo (sh) das plantas dos
dois grupos

Grupo i (m) 0.15 0.28 0.38 0.63 1.06 1.63 1.90 241 295 3.01

I ah 0,03 0,04 003 008 011 005 010 011 011 0.15
Grupo i (m) 0.11 0.18 0.25 043 0.67 098 1.20 1.64 232 2.83
II ah 0.01 002 001 0,01 0,05 0.07 008 009 0.12 0,09

Fonte: os autores

Modelagem matematica do crescimento de plantas de
milho

O modelo matematico escolhido para descrever o crescimento
considera que a taxa de variagdo da altura da planta é proporcional ao
produto da propria altura por uma fungéo linear dessa, na forma da
Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) da Eq. (1).
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G=h(r-%n) W

Onde h é a altura da planta (m), r é um coeficiente real (m/dias), K € a
altura maxima da planta (m) e t € o tempo (dias).

A solucdo analitica da EDO da Eqg. (1) com a condic¢éo inicial
h(0)= h, é a funcdo logistica mostrada na Eq. (2).

h(t) = Wz_o)e_rt )

K

Onde h, € a altura inicial (m).

Os dois parametros r e K da Eq. (2) podem ser determinados com
base em dados experimentais e, assim, informam propriedades
especificas da planta. O parametro K é a altura maxima e r um
parametro associado ao desenvolvimento: para 0s mesmos valores de
K, quanto maior o r, menor serd o ciclo de vida do pé de milho. Dois
métodos de estimacdo de parametros foram implementados neste
trabalho. O primeiro é uma extensdo do método empregado nas
solugdes analiticas de EDO, que resolve numericamente um sistema de
duas equacdes ndo lineares. O segundo é o método de ajuste nao linear
de curvas.

Método I: Método da EDO com dois pontos

Em problemas de valor inicial de EDO, determina-se o
coeficiente em funcdo de um ponto conhecido da solucdo (um dado
experimental), diferente da condicéo inicial. Todo processo de medida
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tem alguma incerteza, devido aos erros de processos e afericdo dos
equipamentos, 0 gque gera uma certa dispersdo dos pontos, ou seja,
dificilmente estardo sobre uma funcdo monotona. Assim, o coeficiente
da solucdo da EDO, provavelmente, ndo sera Unico (terd um valor para
cada ponto), o que torna esse método limitado. Mesmo assim, 0 método
¢ amplamente empregado nos livros de EDO (BOYCE; DI PRIMA,
2016; ZILL, 2018) e atende aos objetivos de ensino, fornecendo um
valor para o parametro da solucdo. O Método I, proposto neste trabalho,
amplia a ideia inicial do método da EDO, tornando-o mais eficiente.

Para a estimacdo de r e K da Eq. (2) pelo Método |, parte-se da
hipbtese de que existe, a0 menos, um par de pontos do conjunto de
dados experimentais, pelos quais passa a funcdo da Eg. (2), com
coeficiente de determinacéo maior do que 0s outros pares de pontos.

Passo 1: Escolher de dois pontos distintos Pa=(ta,ha) e Pe=(ts,hs) entre
os dados experimentais Pi=(ti, ) comi = 1,...10 da Tabela 1.

Passo 2: Substituir as coordenadas Pa e Pg na Eq. (2), obtendo-se um
sistema ndo linear de equagdes, dado pela Eq. (3).

M e
he = Hy (€))
P R(1-)e

Passo 3: Resolver o sistema da Eq. (3) pelo Método de Procura em
Rede (MPR) (adaptado de BORGES et al., 2008), obtendo-se 0s
parametros r e K.

O MPR, adaptado para a resolucéo do sistema da Eqg. (3), consiste
dos seguintes procedimentos:
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1°) Escolher intervalos r = [rmin,fmax] € K =[Kmin,Kmax] que
hipoteticamente contenham os valores procurados desses
parametros. Particionar os intervalos r e K obtendo-se
Fi=Fmin,F2,...Fmax € Ki=Kmin,K2,...Kmax, ONde m é o nimero de
estimativas para cada parametro;

2°) Calcular ha e hs com a Eq. (3) para cada par de parametros
(ri,Ky);

39) Calcular os respectivos D(i,j) = (hy — hy)? + (hg — hg)?
para cada par de parametros (ri,K;), onde h, e hy sdo as
alturas medidas das plantas nos pontos Pa e Peg;

4°) Escolher o par de parametros (r;,K;) que minimiza D. Esse par
de parametros, assim como a curva gerada por eles, serdo
chamados, neste trabalho, de pardmetros e curva ideais, em
vez de 6timos.

Passo 4: Calcular o coeficiente de determinagdo R? (Eg. (4))
considerando os pontos experimentais Pi=(ti, ;) € os pontos
Hi=(t;,h;) obtidos com a Eq. (2) e os parametros r e K do Passo
3.

2 _ q _ ZiZi(hi—hy)?
ke=1 (hm—hy)? @

_ 21121 Ei
Onde h,, = e

Passo 5: Repetir os Passos 1 a 4 para cada dupla de pontos Pa e Pg,
sendo 4 # B.

Passo 6: Escolher o R? maximo entre os coeficientes obtidos para cada
dupla de pontos Pa e Pg no Passo 5. Os pardmetros
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correspondentes a essa dupla de pontos sdo os parametros ideais
rek.

Evidentemente, trata-se de um ajuste sub-6timo, visto que podem
existir outras curvas, que ndo passam nos pontos experimentais e
apresentam correlagdo mais eficiente. Por esse motivo, optou-se por
chamar r e K de parametros ideais, ao invés de étimos.

Método II: ajuste ndo linear de curvas

Como h(t) da Eq. (2) ndo é polinomial, para determinar os
parametros r e K, foi empregado o ajuste ndo linear, novamente pelo
Meétodo de Procura em Rede. Diferentemente do Método I, este método
tem o objetivo de determinar os pardmetros de uma funcdo que
maximize o coeficiente de determinacdo em 0 < R? < 1, sem
necessariamente passar por qualquer dos pontos experimentais.

O MPR, adaptado para o Método Il, consiste dos seguintes

procedimentos:

1°) Escolher intervalos r = [rmin,fmax] € K =[Kmin,Kmax] que
hipoteticamente contenham os valores procurados desses
parametros. Particionar os intervalos r e K obtendo-se
Fi=rmin,F2,...Fmax € Ki=Kmin,K2,...Kmax, ONde m é o0 nimero de
estimativas para cada parametro;

2°) Calcular h(t) com a Eq. (2) para cada par de parametros (ri,K;)
para os n tempos t dos dados experimentais;

3% Calcular as respectivas somas de diferencas E(i,j) =
Yl (hye — Ek)z para cada par de parametros (ri,K;), onde
hy e h;, sdo as alturas calculadas no Passo 2 e as medidas,
respectivamente;

4°) Escolher o par de parametros (r;,K;) que minimiza E como o
par ideal de parametros;

59) Calcular o coeficiente de determinacio R? para o par ideal de
parametros (r;,K;).
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O MPR também gera solugfes sub 6timas, visto que os conjuntos
r = [Fmin,Fmax] € K =[Knmin,Kmax] s80 discretos, podendo existir solucbes
melhores (6timas) entre os valores vizinhos desses conjuntos.

Os algoritmos dos Métodos | e Il foram implementados no
programa SCILAB, ambos com m = 30 estimativas para 0s parametros
r e K, executados com um processador Intel Core i7 — 8550U, CPU 1.8
GHz, Memoéria RAM 8 GB. Os tempos de processamento (médias de
cinco execucdes) foram de 6,276 s e 1,018 s, para os Modelos I e 11,
respectivamente. Os valores dos pardmetros, pontos, coeficientes de
determinacdo e tempos de processamento sdo apresentados na Tabela 2
e as curvas obtidas com os pardmetros r e K para ambos os modelos, na
Figura 2.

Tabela 2 - Resultados dos dois métodos, para m = 30 estimativas de r

ek
- Méoder
Grupos r K Ponto A  Ponto B Jig Tempo (s)
Grupo I 0,55 3,46 5 8 0,9938 6,2768
Grupoll 039 6,53 1 10 0,9966
Méetodo 11
Grupos r K g Tempo (s)
Grupo I 0,557 3,387 0,992799 1,018
GrupoIl  (,3884 6,632 0,996537

Fonte: os autores
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Figura 2 - Dados experimentais e curvas ajustados pelos dois modelos

as
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Fonte: os autores

As fases de desenvolvimento mencionadas em Peixoto e Peixoto
(2009) podem ser identificadas, aproximadamente, na curva do Grupo
I. A fase de juvenilidade se situa entre P; e P4. Um ponto de inflexdo
entre P, e Ps indica a transicdo para a fase de maturacdo até P, seguida
pelas fases de reproducao e senescéncia a partir de P, momento em que
a taxa de crescimento tende a zero e a altura h ao valor do parametro K.
As fases de germinacdo e morte ndo foram monitoradas, ja que o
objetivo foi descrever o crescimento da planta. O ajuste da curva do
Grupo Il ficou um pouco prejudicado, porque o monitoramento foi
interrompido ainda na fase de juvenilidade. Os dados em que a taxa de
crescimento € minima, sdo importantes para caracterizar a senescéncia.
Isso explica o formato ndo bem definido da curva logistica, sem ponto
de inflex&o, e altura maxima K maior do que 6 m, incomum para um pé
de milho. Além disso, a auséncia desses dados, faz parecer que o ciclo
de vida das plantas do Grupo Il é mais longo do que o ciclo das plantas
do Grupo I, pela analise da Figura 2. Porém, deve-se considerar que 0s
valores de K ndo sdo os mesmos, portanto, ndo se pode inferir
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conclusdes sobre o ciclo de vida das plantas dos dois grupos apenas a
partir da comparacao dos coeficientes r.

A diferenga entre as alturas das plantas dos dois grupos a cada
semana, deve-se no minimo, a dois fatores. Primeiro, a altura média
inicial (t = 0 semanas) das plantas do Grupo | é cerca de 36% maior do
gue a do Grupo 11, justamente porque as plantas foram semeadas cinco
dias antes. Segundo, de acordo com as informacg6es dos agricultores, o
solo da lavoura do primeiro grupo € mais fértil do que o solo do
segundo.

Os métodos mostraram-se equivalentes em precisdo para 0s
dados de ambos 0s grupos, como pode-se observar na Tabela 2, tanto
nos valores de r e k, cuja diferenca é de 0,002 (1,27 %) e 0,073 (2,15
%), respectivamente, como no coeficiente de determinagdo, com
diferencas de 0,0011 (0,11%).

Tabela 3 - Andlise da variacdo dos parametros e do ajuste

Meétodo » 0,55 0,55  0,5333 0,54 0,54 0,5416 05357 0,54
I+ 355 3375 355 34625 348 34916 3,55 3,515

£l

RZ 09931 0,9924 0,9934 0,9930 0,9934 0,9939 09939 0,9940
Meétodo r 0,55  0,5675 0,5716 0,5512 057 05775 05728 0,557

D

Ok 342 3345 333 34125 3336 331 33257 3,387
R2 09934 009896 009007 09933 0,901 009876 0,9892 0,9927

Fonte: os autores

Para analisar a dependéncia dos valores de r, k e R> com o niimero
de estimativas (m), os algoritmos foram executados, como teste, para
m=10,20,30,40,50,60,70,100 apenas para o Grupo I. Como pode-se
observar na Tabela 3, as variacOes de r e k sdo de ordem 102%e 107,
respectivamente. Porém, essas variagdes ndo sdo uniformemente
convergentes com o aumento do nimero das estimativas. As variagdes
de R? sdo da ordem 102 e apresentam uma ligeira convergéncia, ja que
esse coeficiente aumenta com 0 aumento de m, mesmo que nao
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uniforme. Essa é uma caracteristica do MPR, pois cada alteracdo em m
implica novos parametros sub-0timos, ndo necessariamente mais
eficientes do que aqueles obtidos com nimeros de estimativas menores.

Para os dados de crescimento do milho analisados, um ajuste com
correlagdo 0,99 representa com eficiéncia a tendéncia dos dados
(considerando o reduzido valor do desvio padrdo na Tabela 1), sendo
gue essa precisdo ja é obtida com 10 estimativas, conforme observa-se
na Tabela 3.

A Experiéncia de Modelar em Calculo Numeérico

A modelagem, neste trabalho, foi entendida como um processo
de investigagdo de um fendmeno real, implementado paralelamente ao
desenvolvimento dos contetidos classicos de Calculo Numérico®. Essa
opc¢éo de ensino viabiliza, a0 mesmo tempo, a formagcdo matematica —
estudos bibliograficos e listas de exercicios — e as possibilidades de
significacdo de muitos dos conceitos estudados em problemas praticos,
procedimentos e métodos préprios da Matematica Aplicada. No inicio
do semestre, em duplas ou individualmente, os alunos escolhem um
tema de seu interesse para pesquisar. A insercdo no tema, mediante
revisdo bibliogréafica e coleta de dados ocorre aos poucos, definindo
direcdes de forma dialogada, at¢é o momento de organizar as
informacGes disponiveis, fazer as abstracGes necessarias e propor 0s
modelos matematicos. Nesse estagio, os conteudos comecam a fazer
sentido nos procedimentos da investigacdo e os calculos exigem a
substituicdo da calculadora pela implementacdo computacional dos
algoritmos numéricos. A insercdo dos licenciados nesse tipo de
experiéncias € um dos objetivos, no nosso entendimento, do emprego
da modelagem matematica na Licenciatura.

% 0 segundo autor vem utilizando esse formato de modelagem em diferentes
componentes curriculares no Ensino Superior. Em Borges (2016) sdo apresentados e
discutidos enfoques especificos de Calculo Numérico, dentre eles o que emprega a
modelagem.
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Todas as etapas de uma investigagdo em modelagem foram
desenvolvidas no estudo do crescimento do milho. A escolha do milho
como tema, permitiu um olhar diferente para o cotidiano, além de trazer
informacBes da pratica familiar agricola para a interpretacdo dos
resultados. A experiéncia de planejar, coletar e interpretar dados é uma
pratica inexistente na formacdo matematica dos cursos da Licenciatura.
A nocdo de precisdo (ou imprecisdo) das medidas, porém, é
fundamental para entender a dispersdo de pontos em dados
experimentais. A provocagdo para a criagao de métodos numeéricos, por
mais simples que sejam, também ndo é comum nas aulas baseadas em
livros didaticos. O Método | foi cogitado durante a experiéncia e
implementado mais tarde, por ocasido do presente trabalho. E um
registro de atividade de modelagem que gera problemas de interesse
matematico.

O modelo logistico ja era conhecido. Assim, a investigacao ficou
inicialmente no entendimento de um método ndo linear de ajuste e,
depois, na criagdo de outro método, 0 Método I, ambos ndo previstos
nas ementas de Célculo Numérico da Licenciatura de Matematica. A
extrapolacdo dos conteddos minimos é comum na modelagem e
provoca a curiosidade dos alunos que se interessam pela Matematica e
suas aplicaces. Da mesma forma, a implementacdo computacional dos
algoritmos é uma dificuldade que, com o apoio do professor, pode ser
superada e iniciar os alunos em programacgdo. As propriedades de
desafiar o aluno para tarefas de criacdo e resolugdo de problemas de
ordem préatica empregando conceitos e procedimentos matematicos &,
talvez, a contribuicdo mais significativa da modelagem para a formacéo
do professor.

Considerac6es Finais
Sobre o modelo e os métodos numéricos

O modelo logistico possibilitou, além de uma excelente
correlagcdo com os dados, a visualizacdo das fases do desenvolvimento
na curva de crescimento, cumprindo, assim, uma funcéo, além de
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técnica, didatica, uma vez que aplica os conhecimentos de derivada na
analise da curva, associados aos significados biol6gicos.

O MPR evita os problemas de convergéncia caracteristicos dos
modelos descendentes do Método de Newton. E competitivo até quatro
parametros e pode ser aplicado como localizador inicial de solugdes,
para depois aplicar outros métodos ndo lineares. Por outro lado, sua
precisdo pode ser melhorada considerando os intervalos [Fmin,Imax] €
[Kimin,Kmax] cada vez menores e/ou aumentando o nimero de estimativas
m. Neste trabalho, esse refinamento foi executado manualmente, mas
pode ser acrescentado no programa.

Os parémetros estimados pelos dois métodos sdo muito
préximos. Isso, contudo, ndo indica que os métodos sejam igualmente
eficientes. A regularidade dos dados contribui para a eficiéncia do
Método 1, visto que quase todos os pontos estdo muito préximos da
curva ideal. Para distribuicbes com maior disperséo e poucos pontos, é
improvavel que a hip6tese basica do Método I seja satisfeita. O Método
I ndo tem esse condicionante, por isso mostra-se mais apropriado para
resolver o problema de ajuste de curvas, do que o Método I. Além disso,
é mais rapido.

Sobre o problema de modelagem: resultados e precisao

O cuidado com a coleta de dados é fundamental para que seja
possivel fazer a analise do periodo completo de crescimento. O
prolongamento de duas semanas no final da coleta foi insuficiente, visto
gue a caréncia de mais dados sobre a fase de senescéncia levou a um
valor incomum para a altura maxima K, mais de 6 m para um pé de
milho. Esse fato, antes de ser uma critica, € ilustrativo sobre a
importancia da atividade pratica com os recursos do Calculo Numérico.
E um caso onde a experiéncia ensina por si so.
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Sobre a modelagem no ensino do Calculo Numérico

A modelagem matematica faz a transicdo entre a realidade e a
linguagem matematica, sendo que o0 seu emprego nas aulas de um curso
de Licenciatura proporciona envolvimento e traz sentido para a
aprendizagem. A possibilidade de escolher o tema de pesquisa fornece
ao licenciado a oportunidade de interagir com o0 seu contexto,
levantando situacdes e problemas atinentes a ele. Na coleta de dados
experimentais, a imerséo no estudo torna-se ainda mais significativa,
pois o desafio de realizar as observagdes periodicamente com a maior
precisdo possivel, elaborar um modelo e analisar sua coeréncia com a
realidade, exige comprometimento e dedicacdo. Nesse tipo de atividade
é despertado maior interesse pelos conteudos de Calculo Numérico,
uma vez que o licenciado sente a necessidade de implementa-los. Além
disso, resulta em aprendizados, muito além do estudo dos conceitos,
propriedades e técnicas, uma vez que oferece ao licenciado a
possibilidade de novos olhares para a aprendizagem da matematica,
considerando a futura préatica em sala de aula.
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