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RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se a simulação de fluxos bidimensionais, laminares e 

incompressíveis entre cilindros rotatórios e placas paralelas (escoamento de Couette), de 

fluidos Newtonianos e não-Newtonianos, podendo envolver trocas de calor. 

Determina-se a distribuição de temperatura, velocidade e pressão resolvendo, pelo 

método de diferenças finitas, baseado no processo de integração temporal de Runge-Kutta e 

Relaxações Sucessivas, as equações governantes de escoamentos. O sistema de equações 

considerado envolve as de Navier-Stokes, Maxwell, Poisson e energia, adimensionalizadas, 

permitindo versatilidade na obtenção e comparação entre os resultados. 

Usa-se o sistema de coordenadas generalizadas por este possibilitar o emprego de 

domínios quaisquer. Os resultados obtidos, a baixo custo, utilizando wna estação de trabalho 

Silicon Graphics Origin200 (LICC) e o supercomputador CRA Y T94 (CESUP/RS), com base 

num algoritmo computacional eficiente (dinâmico) desenvolvido na linguagem FORTRAN 

90, são visualizados graficamente pelos aplicativos Visual3.1 e Graf2d através de linhas de 

corrente, isotermas e perfis variados, aproximando-se adequadamente dos resultados 

analíticos, numéricos e experimentais existentes na literatura. 
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ABSTRACT 

This work presents the numerical simulation of two dimensional incompressible 

laminar flows between rotating cylinders and parallel plates (Couette flow) for Newtonian and 

non-Newtonian fluids, with energy dissipation in the form o f heat. 

Temperature, velocity and pressure distributions are determined nurnerically, by the 

finite differences explicit Runge-Kutta multistage scheme and Sucessive Relaxation. The 

system of equations involves the Navier-Stokes, Maxwell model, Poisson and an energy 

equation, in adimensional form, allowing versatility in order to obtain and compare the 

results. 

The boundary fitted coordinates system is employed, because fluids through general 

forms can be analysed. Obtained results, at low costs, used the Silicon Graphics Origin200 

and CRA Y T94 (CESUP-UFRGS), based on an efficient algorithm writen in FORTRAN 90, 

and they are displayed through streamlines, isotherms and other perfis, and showed to 

compare well with analytical, numerical or experimental data found in the literature. 
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'\l Operador gradiente 

"12 Laplaciano 

ilE Variação da energia 

ilt Passo de tempo 

il T Diferença de temperatura 

L:Fx, L:Fy Somatório das forças que agem nas direções x e y num elemento infinitesimal 
de volume, respectivamente 

õx, Lly Espaçamentos na direções x e y, repectivamente 

Lls, Llll Elementos de comprimento no plano transformado 



XlV 

Sobrescritos 

n Indica iteração 

n+ 1 Indica iteração posterior (seguinte) 

* Refere-se à variável adimensional 

k Indicador de iteração temporal 

Subscritos 

oo Valores da corrente livre 

w Indica condição de parede 

r, J Indicador de referência dum ponto na malha 

x, y Direção horizontal e vertical, respectivamente, do plano cartesiano 

o, i Indicador de referência de cilindro externo e interno, respectivamente 



1. INTRODUÇÃO 

A matemática no decorrer da história do homem tem sido desafiada a criar modelos 

baseados em expressões matemáticas, que representem e que contribuam para o entendimento 

de situações reais, ligadas a fenômenos da natureza ou artificiais. Entretanto, pode-se dizer 

que a complexidade para resolução desses modelos matemáticos é diretamente proporcional à 

complexidade do fenômeno modelado. 

As equações diferenciais parciais de Navier-Stokes são usadas para o estudo de 

escoamentos complexos de fluidos, mas não apresentam uma solução analítica completa até o 

presente momento. Mas, assim como as demais ciências de áreas exatas, humanas e naturais 

do conhecimento humano, a matemática tem auxiliado o desenvolvimento de sub-áreas, entre 

elas a dos métodos numéricos. 

A formulação matemática de conservação para processos naturais e para a maioria dos 

processos industriais, envolvendo fenômenos ligados ao escoamento de fluidos com 

transferência de calor e massa, ou até mesmo reações químicas, consiste de equações 

diferenciais parciais de alta ordem, não-lineares e não-homogêneas, geralmente para domínios 

também complexos, sujeitos a condições iniciais e de contorno variadas, que traduzem uma 

situação mais realística. 

A validação da solução dum fenômeno, obtida por métodos numéricos, compreende 

uma bateria de testes envolvendo comparações com soluções analíticas de problemas mais 

simples e consagrados pela comunidade científica, e de dados experimentais, estes últimos 

limitados pelo volume de recursos envolvidos na resolução espacial do problema [RIZ98]. 

Logo, a experimentação e as soluções analíticas devem ser encaradas como ferramentas 

auxiliares indispensáveis numa validação consistente de problemas resolvidos 

numericamente. 

Vale salientar que, do ponto de vista prático, os modelos matemáticos resolvidos 

numericamente tomam-se versáteis podendo ser anali sados exaustivamente e rapidamente 

perante várias simulações computacionais e a baixo custo. Claro, isso graças ao 
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desenvolvimento de computadores com alta velocidade de processamento e grande 

capacidade de armazenamento de dados. 

Contudo, a escolha adequada das equações que regem determinados fenômenos é 

primordial, pois de nada adianta utilizar um bom método numérico se as equações do modelo 

matemático não representam com fidelidade o fenômeno fisico ou físico-químico [MAL95] 

em questão. 

Em se tratando de processos naturais e industriais, a necessidade de fluidos viscosos é 

evidente em sistemas hidráulicos de máquinas agrícolas, motores de automóveis, turbinas de 

aviões, lentes de contato, articulações de membros humanos, entre outros, compreendendo 

várias ciências de forma multidisciplinar entre a matemática, a engenharia, a reologia e áreas 

afms. 

Aqui, a simulação da iteração fluxo e superfícies móveis restringe-se ao estudo das 

variáveis velocidade, pressão, temperatura e tensão de cisalhamento de casos específicos de 

fluidos viscosos; não se objetiva analisar possíveis problemas relacionados ao campo da 

tribologia, como atrito, desgaste e/ou devido a possíveis instabilidades do sistema [Y AM90, 

ROB91, MIY93]. Os fluidos viscosos considerados, quanto à relação tensão-deformação, 

obedecem a leis constitutivas conhecidas para fluidos na maioria Newtonianos e não

Newtonianos, tais como, a lei da viscosidade de Newton e para fluidos de Maxwell, 

respectivamente. 

Fluidos comuns como o ar e a água têm viscosidade (J..l.) aproximadamente constante. 

Tais fluidos que se comportam de acordo com a lei 

dU 
1: = 2J..!

dy 

isto é, a tensão de cisalhamento (t) é proporcional ao gradiente de velocidade ou à taxa de 

deformação por cisalhamento ( ~~} são conhecidos como fluidos Newtonianos. Muitos 

fluidos, entretanto, têm comportamento viscoso que depende diretamente da taxa em que eles 

são cisalhados. Tais materiais são conhecidos como fluidos não-Newtonianos (veja Fig. 1.1 ). 

Resumidamente pode-se dizer que a relação tensão-deformação não é linear nos fluidos não

Newtonianos. Exemplos são polímeros derretidos, creme dental, produtos farmacêuticos e 

alimentícios, entre outros. 
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O comportamento em escoamento de fluidos não-Newtonianos não pode ser descrito 

precisamente pelas equações de Navier-Stokes; há a necessidade de equações constitutivas 

complementares como por exemplo a equação de Maxwell para fluidos viscoelásticos. 

"'· 2 dU 't+/\,'t= J...L-
dy 

onde /.. representa a relaxação temporal e i o tensor tensão extra (correção da tensão). 

l-> 
o ...... 
~ 
Q) 

§ 
..c 

Cl3 
(I) 

•<:> 
Q) 

'"O 
o 

1<13 
(I) 

s:::: 
Q) 

E-< 

Gradiente de velocidade dU 
dy 

..-

Fluido não-Newtoniana 

Fluido Newtoniana 

Fig. 1.1 -Relação tensão-deformação para fluidos Newtonianos e não-Newtonianos. 

Assim, também invade-se a ciência chamada reologia, já citada, cujo termo inventado 

por Bingham significa o estudo da deformação e escoamento da matéria [BAR93]. Envolve 

ciências como matemática, física, engenharia e físico-química. Cita-se a reologia pois 

encontra-se menos conteúdos sobre fluidos não-Newtonianos na literatura de matemática 

aplicada ou mecânica dos fluidos. A definição de reologia, de forma abrangente, estuda o 

comportamento da matéria incluindo extremos clássicos, como elementos sólidos elásticos 

Hookeanos e líquidos viscosos Newtonianos [FER91]. 

A breve retrospectiva histórica descrita por Bames [BAR93] apresenta algumas datas 

importantes nas quais foram estabelecidos conceitos utilizados neste trabalho, conforme 

segue: 



4 

1678 - Robert Hooke (True Theory of Elasticity) afirmou: "se você duplicar as tensões 

você duplica as extensões". Este é o princípio básico da teoria da elasticidade clássica (linear). 

1687 - Isaac Newton (Principia) postulou que "as resistências que surgem da 

dificuldade de deslizamento de líquidos são proporcionais à velocidade". A dificuldade de 

deslizamento é o que chamamos de viscosidade. Isto é sinônimo de "fricção externa" e é uma 

"resistência ao escoamento". 

u 
't=~-

d 

onde a constante de proporcionalidade ~ é chamado coeficiente de viscosidade. 

1835- Wilhelm Weber provou experimentalmente ao analisar linhas de seda que estas 

não eram perfeitamente elásticas. "Uma carga longitudinal", ele escreve, "produz 

imediatamente uma extensão, que segue-se alongando com o tempo. Removendo a carga há 

imediamente uma contração gradual, contraindo-se até o comprimento original". Neste caso, 

no material basicamente sólido, o comportamento não pode ser descrito somente pela lei de 

Hooke. Há elementos que submetidos a um escoamento descrevem deformações padrões, 

estes estão claramente associadas a essa idéia. Mais tarde foi introduzido o termo 

"viscoelasticidade". 

1867 - James Clerk Maxwell (On the dynamical theory of gases - Encyclopedia 

Britannica) propôs um modelo matemático Uá citado), para fluidos que apresentam 

propriedade elástica. 

Embora Newton tenha introduzido sua idéia em 1687, esta só foi consagrada no século 

XIX, quando Navier e Stokes, independentemente, desenvolveram uma teoria consistente, 

fundando então o que conhecemos por liquido viscoso Newtoniana. As equações governantes 

para tais fluidos são conhecidas como equações de Navier-Stokes [BAR93]. 

O estudo de fluidos não-Newtonianos, ou seja, o entendimento de propriedades 

reológicas de materiais tem contribuído para o desenvolvimento de materiais usados em 

lança-chamas, líquidos detergentes, óleos multi-estágios (pontos), adesivos autocolantes, 

produtos farmacêuticos, produtos alimentícios, pesquisas médicas (os últimos três exemplos 

pertencem ao ramo da bioreologia), fibras sintéticas e processamento de plásticos industriais. 

A avaliação da deformação de fluidos não-Newtonianos está relacionada à tensão 

aplicada; essa deformação não linear é variável, depende das características moleculares do 

fluido e da influência de características físicas como velocidade, tensões (forças), pressão e 
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temperatura, que o fluido está submetido quando em escoamento. Considerando um elemento 

infinitesimal de fluido a uma velocidade sob a ação de forças que produzem tensão de 

cisalhamento, tem-se a deformação representada por O, e diz-se que o cisalhamento 

corresponde à forma como o paralelograma se deforma por uma força que produz tensão de 

cisalhamento [STR6l, HUG79, VILOO]. 

D 

Força, F 
Velocidade, U 

Fig. 1.2 - Representação para deformação de fluidos viscosos. 

Fluidos com características sólidas que se deformam quando da aplicação duma força 

(tensão) externa e retornam ao seu estado original quando a tensão inicial é retirada são 

classificados como elásticos. 

Se, após a retirada da tensão externa o fluido continua se deformando, não voltando ao 

seu estado inicial, este teve uma resposta viscosa à força externa aplicada. Isso ocorre devido 

à grande mobilidade das moléculas, mesmo para pequenas forças externas, causando um 

equilíbrio de estado em que a tensão externa resulta numa taxa de deformação constante. 

Fluidos que apresentam propriedades viscosas e elásticas simultaneamente são 

chamados de substâncias viscoelásticas: retornam parcialmente à sua forma original quando a 

tensão aplicada é retirada. 

Um mesmo material em momentos diferentes (tempos diferentes) pode apresentar uma 

resposta ora elástica e/ou ora viscosa. Tal comportamento é resultado da estrutura molecular 

do material. A resposta rápida ou lenta é medida pelo "tempo natural" do material, pela 

difusão espontânea molecular e constituição atômica do mesmo [T AN92, BAR93]. 

Materiais que apresentam um decréscimo da viscosidade 11 com o tempo sob uma 

tensão constante, como por exemplo a maioria das tintas, são chamados de tixotrópicos, 

aqueles que apresentam um aumento de viscosidade com o tempo sob tensão constante são 

chamados de reopéticos [FOX98]. Mas tais características não serão abordadas aqui . 
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O comportamento de fluidos viscoelásticos pode variar perante condições de 

escoamento e de uma estrutura molecular; portanto, não existe uma única relação constitutiva 

capaz de predizer todos os comportamentos observados em fluidos viscoelásticos [RED94]. 

Entre os vários modelos que descrevem comportamentos viscoelásticos, disponíveis na 

literatura, cita-se: 

• O modelo de Giesekus apresentado por Beris [BER84, BER86], o qual simula 

computacionalmente o fluxo pelo método de elementos finitos em mancais (journal 

bearing) para excentricidades pequenas e moderadas. 

• O modelo de Herschel-Bulkey para duas dimensões/axisimétrico, dum fluxo 

incompressível, laminar e desenvolvido, com viscosidade efetiva para dutos com 

expansão e contração, descrito por Vradis e Harnmad [VRA98], os quais analisam o 

método de aproximação por diferenças finitas. 

• Fluidos modelados por Power-Law sobre uma placa plana com injeção/sucção, em 

que as equações diferenciais parciais (EDP's) são decompostas numa seqüência de 

equações diferenciais ordinárias (EDO's) usando séries de Mark-Chao, segundo 

Rao [RA099]. 

• Pontrelli [PON95] resolve numericamente usando o método da colocação, com 

funções de aproximação spline, o modelo de fluidos de Oldroyd-B (modelo que 

considera a elasticidade e a memória do fluido, exibido pela maioria dos polímeros 

e tintas) entre dois cilindros concêntricos circulares. 

• Novamente o modelo de Herschel-Bulkey agora para cilindros concêntricos 

rotatórios de comprimento infmito, resolvido numericamente usando diferenças 

finitas, também por Hammad e Vradis (HAM95]. 

• Modelo de White-Metzner para escoamentos bidimensionais, não isotérmicos, entre 

cilindros rotatórios com excentricidade para diferentes condições de contorno, 

resolvido por Li e Davies (LI94] pelo método pseudo-espectral com transformação 

bipolar para discretização espacial das equações governantes. 

• Uso da derivação contravariante convectiva aplicado a um escoamento lubrificante 

de fluido viscoelástico de segunda ordem com dependência temporal, para duas 

geometrias bidimensionais: journal bearing (mancai) e placa slinder inclinada 

(movimento lateral de uma das duas superfícies não paralelas) apresentado por 

Sawyer e Tichy [SA W98]. 
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• O modelo de Upper-Convected Maxwell com a presença do adimensional Deborah 

usado para simular o fluxo entre cilindros concêntricos, com um dos cilindros em 

movimento rotatório pelo método espectral/elementos finitos apresentado por Beris 

[BER87]. 

• O modelo de White-Metzner com a presença duma segunda constante da taxa de 

cisalhamento I 2 = lj2(D ijD ij) , conforme equação abaixo, descrito por Reddy e 

Gartling [RED94], Crochet [CR084] e Barnes [BAR93]. 

onde 11 representa a viscosidade. 

A formulação matemática adotada no presente trabalho para fluidos viscosos, 

resolvida numericamente, será na forma adimensional com parâmetros tais como Reynolds, 

Prandtl, Deborah entre outros, por permitir generalidade de comparação entre escoamentos 

desde que a condição de similaridade seja satisfeita. Entende-se por similaridade quando os 

parâmetros adimensionais e as variáveis são todas iguais, independente do tamanho da 

configuração de escoamento. 

Especificamente o parâmetro adimensional Deborah (De) refere-se ao efeito de 

memória dum fluido em escoamento. A "memória" dum fluido refere-se, de maneira geral, 

aos efeitos viscosos e/ou elásticos do mesmo [BAR93]; por exemplo, o grande efeito de 

memória dum óleo lubrificante numa engrenagem (num cárter de trator) comporta-se como 

sólido elástico mesmo sofrendo rápidos processos de deformação (viscosidade e tensões, por 

exemplo) devido a variações de velocidade. Vale salientar que para processos com baixo 

número de De a influência da "memória do fluido" no processo de escoamento pode ser 

negligenciada, sendo possível usar um modelo para fluido Newtoniano. 

Os modelos considerados aqui compreendem um conjunto de equações de Navier com 

as relações constitutivas complementares, as quais são resolvidas de forma segregada. Faz-se 

as seguintes hipóteses: 

• Escoamento incompressível; 

• Bidimensional; 

• Não isotérmico. 

Portanto, o sistema de equações compreende um conjunto de 4 equações, das quais 2 

do tipo Navier para as velocidades "u" e "v", I para a pressão do tipo Poisson, obtida a partir 



8 

das equações para as velocidades e 1 para a temperatura obtida da 1 a lei da termodinâmica. 

Além dessas, utiliza-se 3 equações complementares para as tensões normais 'txx e 'tyy e a 

tensão tangencial 'txy· Essas últimas caracterizam o tipo de fluido viscoso utilizado pela 

presença do número adimensional de Deborah. 

Resolve-se numericamente estas 7 equações de forma segregada utilizando os métodos 

de Runge-Kutta de 3 estágios para as velocidades e a temperatura, Relaxações Sucessivas 

para a pressão, e para as tensões resolve-se de forma direta pelo uso da sua expressão 

matemática (definição). 

A aproximação das derivadas destas equações é por diferenças-finitas, a qual baseia-se 

na expansão em séries de Taylor em pontos discretos do domínio computacional. Como 

considerar um número infinito de termos é impraticável computacionalmente [WEN96], 

faz-se necessário truncar a série. Esta técnica de aproximação vem sendo usada desde a 

década de 60 [ROA71], para vários tipos de escoamento. Entretanto, requer cuidado especial 

no que se refere à distância entre os pontos (tamanho das células); aconselha-se usar 

ilx x ily = 1, com tolerância de ±20% [DeBOOJ. 

Quanto à estrutura do trabalho, no capítulo 2 define-se as equações governantes, 

constituindo-se num conjunto de expressões matemáticas e relações constitutivas 

complementares, estas últimas caracterizam o tipo de fluido, com base na hipótese do 

continuum, para escoamentos de fluidos viscosos e com hipóteses simplificadoras 

(incompressível, bidimensional e não-isotérmico). Discute-se também a importância de 

apresentá-las na forma adimensional. 

No capítulo 3, descreve-se o método de aproximação de diferenças finitas, a obtenção 

da malha computacional, o sistema de coordenadas generalizadas e os métodos de solução de 

Runge-Kutta e Relaxações Sucessivas, bem como a convergência e a estabilidade destes 

métodos. Apresenta-se, também, uma descrição do algoritmo computacional desenvolvido. 

Os resultados das simulações de fluidos viscosos (Newtonianos e não-Nev-.rtonianos), 

são apresentados no capítulo 4 na forma de isotermas, perfis variados e linhas de corrente, 

para os casos de escoamentos entre placas paralelas (Couette) e cilindros. Entre os cilindros 

admite-se uma excentricidade (deslocamento em relação aos centros dos cilindros) e rotação 

do interno, em alguns escoamentos. 

Finalmente, no capitulo 5 apresenta-se a avaliação da técnica utilizada com base nos 

objetivos pré-estabelecidos e perspectivas de trabalhos futuros. 



2. MODELOS MATEMÁTICOS 

2.1 INTRODUÇÃO 

As equações governantes em Mecânica dos Fluidos consistem de um conjunto básico e 

relações constitutivas complementares. Num escoamento isotérmico o conjunto compreende a 

equação da continuidade, provinda do princípio da conservação da massa e a equação da 

quantidade de movimento, a qual surge da aplicação da 2a Lei de Newton a um elemento 

infinitesimal (ou princípio do balanço da quantidade de movimento ou forças). 

Considerando que este conjunto de equações seja o mesmo para todos os materiais, as 

relações constitutivas complementares em geral variam de um material (não) Newtoniana a outro 

(e, possivelmente, dum tipo de escoamento a outro). Neste ponto destinguem-se a Mecânica dos 

Fluidos não-Newtoniana da Mecânica dos Fluidos Clássica, onde o uso da lei da viscosidade de 

Newton resulta às equações de Navier-Stokes que são válidas para fluidos viscosos Newtonianos 

(ar e água). 

2.2 CONJUNTO DE EQUAÇÕES 

As situações de escoamentos consideradas neste trabalho, tanto para fluidos viscosos na 

maioria Newtonianos (convecção natural e mista) e não-Newtonianos, referem-se a fluidos 

incompressíveis modelados em duas dimensões. O interesse principal é estabelecer o 

comportamento do escoamento conforme análise das propriedades físicas pressão, velocidade e 

temperatura. Para tanto, há necessidade de trabalhar com um conjunto de 4 equações acopladas 

de forma segregada, ou seja, 2 equações para as velocidades "u" e "v", uma para a pressão e 

outra para a temperatura. Nesta seção deduz-se matematicamente tais equações com base em 

princípios físicos. 
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2.2.1 Equação da Continuidade 

Sabe-se que a matéria consiste de moléculas, átomos e íons em constante movimento. 

Mas, descrever ou simular o comportamento de cada molécula em determinado instante de 

tempo, do ponto de vista prático, é quase impossível e geralmente desnecessário, porque o 

interesse é o entendimento dos efeitos macroscópicos do movimento molecular tais como 

velocidade, pressão e/ou temperatura, ou seja, dum grande número de moléculas. 

Adota-se, neste ponto, uma aproximação macroscópica baseada no conceito de 

continuum. Admite-se que a distância entre as partículas fluidas (livre caminho médio) seja 

muito pequena, menor do que qualquer dimensão física do problema ao qual estamos aplicando 

os princípios da mecânica dos fluidos. Por exemplo, o livre caminho médio das partículas do 

fluido que escoa entre dois cilindros é muito menor que a diferença entre os raios dos cilindros. 

Desta forma, admite-se que qualquer volume de fluido possa ser continuamente subdividido em 

volumes cada vez menores, mantendo a característica contínua do mesmo [HUG79]. 

A equação da continuidade pode ser obtida considerando um volume infinitesimal de 

fluido fixo no espaço (veja Fig. 2.1 ). 

pudy 

v 

t1r" 

t .......•••.......•. , 

. '••••••••t••······· 

pvdx 

(
pu+ à(pu) dx Jdy 

ôx ) 

Fig. 2.1 - Conservação da massa num elemento infinitesimal bidimensional. 

Para que haja conservação da massa (devido ao escoamento em cada face do volume) a 

taxa de variação de massa no interior do volume de controle deve compensar o fluxo líquido 

através das superfícies de controle. Dessa forma, a conservação expressa na forma vetorial é 

dada por: 



11 

ôp -
- + \7 . (pv) =o. 
ôt 

(2.1) 

Para um fluido incompressível a massa específica p é aproximadamente constante, assim 

obtém-se a equação da continuidade: 

V·v=ü. (2.2) 

2.2.2 Equação da Quantidade de Movimento 

A equação da quantidade de movimento pode ser obtida/deduzida ao aplicar o balanço a 

um elemento infinitesimal de fluido, a 23 Lei de Newton (Fig. 2.2): 

F=mã. 

pdy ,.. 

············· · ·· · ·· ~ . . . 

~· . . . . . . 
~ •..••..•...•....•••• 

(a) 

('., + ~ dy }x 
:;..:;..:;..:;..:;.. 
···················~ 

~ ...................... ~ .............. 
TxydX 

(b) 

(2.3) 

(~XX + ~X dx )dy 

Fig. 2.2- Forças associadas a um elemento infinitesimal de fluido que agem na direção x, 
devido à (a) pressão e à (b) tensão. 
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A 2a Lei de Newton, na sua forma mais geral, pode ser vista como uma equação da 

conservação da quantidade de movimento (ou momentum ), sendo a força resultante igual à taxa 

de variação de quantidade de movimento. Considera-se um elemento infinitesimal bidimensional 

que se desloca com o escoamento, como ilustra a Fig. 2.2. 

Analisa-se as componentes de força que agem neste elemento em cada direção. Dentre os 

tipos de força distinguem-se duas delas: 

• Forças de Corpo (ou Campo): São forças lfx e/y) que agem diretamente sobre a massa 

ou volume de fluido à distância [SHA73, SHI90]. Exemplos: campo gravitacional e 

aplicação dum potencial eletromagnético (magnetohidrodinârnica). 

• Forças de Superfície: São forças que agem diretamente por contato com o elemento de 

fluido através das faces do volume de controle. Pode-se distinguir componentes 

normais às faces (como pressão "p" e as tensões normais 'txx e -ryy) e as tangen-

c i ais ( 'tyx e 'txy) [WEN96]. 

Executando um balanço de forças na direção x, obtém-se 

Lf, + -(p+: dx )}y+[(•n + :n dx )-<., }y+ 
[( <., + a;;' dy J- <,, }x + f,dxdy 

que resulta em, 

(2.4) 

(2.5) 

A massa do elemento de fluido nesta face é dada por pdxdy (considera-se dz=l); logo a 

aplicação da 2a lei de Newton na direção x, para um elemento de fluido em movimento com o 

fluxo é representado por 

--+~+-·-Y dxdy+ fxdxdy=pdxdy-, 
[ 

8p à'r Orx ] Du 
ôx ôx ây Dt 

(2.6) 

resultando, 

(2.7) 
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De maneira análoga obtém-se a equação na direção y 

(2.8) 

Substituindo a relação para a derivada total (ou substantiva) obtém-se as expressões (2.9) 

e (2.1 O) para um fluido incompressível, 

P[ âu + 8(uu) + 8(vu)] = _ 8p + àt xx + àtxy + I' 

at ax. êJy ax. ax. êJy Jx ' 
(2.9) 

P[av + 8(uv) + 8(vv)] = _ ap + àt~.,. + ôt YY +f . 
at ax. ay ay ax. ay y 

(2.1 0) 

As tensões no fluido são modeladas conforme o material (fluido), isto é, as relações 

constitutivas complementares que variam dum material a outro. Para fluidos em que a relação 

tensão-deformação é linear (Newtonianos) faz-se a hipótese de Stokes e para fluidos cuja 

deformação não é linear (não-Newtonianos) faz-se hipóteses de acordo com as características do 

material considerado. Essas equações serão apresentadas e discutidas na seção 2.3, enquanto a 

obtenção da equação de Poisson para a pressão é apresentada no que segue. 

2.2.3 Equação da Pressão 

Descreve-se, aqui, um procedimento para obtenção da equação para a pressão do tipo 

Poisson a partir das equações de conservação da quantidade de movimento. Vale salientar que 

este procedimento serve para escoamentos incompressíveis (a baixa velocidade); pois no caso 

compressível é necessário que tanto a massa específica como a velocidade sejam mantidas ativas 

(correlacionadas) na equação da pressão [MAL95], mas isto foge do objetivo do trabalho. 

Considera-se as equações da quantidade de movimento (2.9) e (2.1 0), sem as forças de 

corpo, ou seja, 

p[âu + 8(uu) + 8(vu)] = _ 8p + àtxx + Ô't xy 

at ax. êJy ax. ax. ay ' 
(2.11) 

p[av + 8(uv) + 8(vv)] = _ 8p + ôtyx + ôtYY . 
at ax ay ay ax ay 

(2.12) 
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Derivando a primeira (Eq. 2.11) em relação a x e a segunda (Eq. 2. 12) em relação a y, 

resulta 

(2.13) 

(2.14) 

e adicionando as equações (2.13) e (2.14), obtém-se 

(2.15) 

que pode ser reescrita admitindo (: + ~ = D l obtendo-se a equação para a pressão do tipo 

Poisson para escoamento de fluidos incompressíveis 

Resta agora obter a equação para a temperatura visando considerar modestas variações da 

mesma. Salienta-se que variações muito grandes da temperatura implicariam em 

compressibilidade do fluido [BEJ84, INC92). 

2.2.4 Equação da Temperatura 

Define-se, nesta secção, a equação da temperatura a partir da conservação da energia. 

Esta pode ser obtida segundo o balanço expresso pela 1 a lei da Termodinâmica: 

llE == Q+ W , (2.17) 
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onde ~ é a taxa de variação da energia, Q o fluxo de calor e W o trabalho realizado pelas forças 

externas (de corpo e de superfície) 

updy 

v 

t dy [;~u 

( ut., + B(';',) dy }x ....... 
··· ·· ············ · ·~ 

~ ...................... ~ 

U'txydx 

(a) 

.. •. ..••..••..•••.• , 

..................... , 
(b) 

..........•.•..... . , . . . . 
~=> ( q + ;: dx }y 
. 

~ .....••..•....•.. ..• 

(c) 

Fig. 2.3 - 1 a Lei da Termodinâmica aplicada a um elemento infinitesimal bidimensional: 
(a) tensão, (b) pressão e (c) fluxo de calor. 

O trabalho (na direção x e y) realizado por unidade de volume, ao admitir pressão 

absoluta, é dado pela seguinte expressão 
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(2.18) 

O fluxo de calor gerado, por unidade de volume, deve-se a duas parcelas: uma associada 

ao elemento material (por exemplo: radiação ou reação química) e outra devido à condução 

através da superfície, 

(2.19) 

A taxa de energia acumulada no elemento infinitesimal, por unidade de volume, é 

ôE= p D(e). 
Dt 

(2.20) 

Logo, a equação da energia escrita na forma vetorial é dada por 

D(e) - - - - -
p-- = -pY' ·v+ V'· (v· :r)+ pq +V· (KY'T) . 

Dt 
(2.21) 

Da difusão termodinâmica da entalpia (h ~ e + ( ~}) , variação em relação ao tempo "t", 

tem-se que 

Dh De 1 Dp p Dp 
-=-+-----. 
Dt Dt p Dt p 2 Dt 

(2.22) 

Substituindo (2.22) em (2.21) resulta 

Dh Dp p Dp - - - - -
p---+--= -p v . v+ v . (v . :r)+ P<i + v . c KY'T) , 

Dt Dt p Dt 

ou ainda, 

Dh p ( Dp - ) Dp - - · - -p-= -- - + pV. v +-+ V'· (v · :r)+ pq+ V'· (KVT). 
Dt p Dt Dt 

Mas, pelo princípio da conservação da massa dada pela equação da continuidade, 

Eq. (2.1 ), obtém-se 

Dh Dp - - - -
p- = - +V'. (v· :r)+ pq +V· (KVT). 

Dt Dt 
(2.23) 



Considera-se ainda a relação de estado apresentada por Bejan [BEJ95] 

1 
dh = Cp dT + -(1-13T)dp , 

p 
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(2.24) 

onde Cp é o calor específico a pressão constante e 13 é o coeficiente de expansão térmica. Ao 

derivar a mesma em relação ao tempo e substituindo em (2.23), obtém-se 

p Cp DT = Dp +V· (v·~)+ pq +V· (KVT)- (1-I3T) Dp 
Dt Dt Dt ' 

p Cp DT = 13 Dp +V· (v·~)+ pq+ V· (KVT). 
Dt Dt 

(2.25) 

Considera-se, neste trabalho, fluidos com condutividade constante K, sem geração interna 

de calor ( q =O) e incompressíveis (negligencia-se os efeitos de compressibilidade 13 Dp/Dt ). 

Logo, a equação da energia na forma da temperatura fica: 

DT 2 - _ = 
pCp-=KV T+V·(V·'t). 

Dt 
(2.26) 

Salienta-se que para os casos de lubrificantes e fluidos muito viscosos deve-se considerar 

o calor interno gerado devido à dissipação viscosa V · (v· 1) . Um estudo do comportamento de 

fluidos não-Newtonianos e das possíveis relações constitutivas complementares, para o cálculo 

das tensões presentes nas expressões (2.9), (2.1 0), (2.16) e (2.26), são apresentadas na próxima 

seção. 

2.3 RELAÇÕES CONSTITUTIVAS COMPLEMENTARES 

Em se tratando de escoamentos de fluidos viscosos incompressíveis, como já 

mencionado, são necessárias relações constitutivas complementares que melhor descrevam os 

fluxos considerados. Nesta seção estabelece-se modelos para fluidos Newtonianos, pelo uso da 

lei da viscosidade de Newton e para fluidos não-Newtonianos, segundo a lei da mecânica de 

Ostwald de Waele, modelos de Bingham, de Herschet-Bulkley, modelo de Maxwell, Upper

Convected Maxwell, entre outros. 
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2.3 .1 Fluidos Newtonianos 

O comportamento de fluidos Newtonianos caracteriza-se por uma direta proporciona

lidade entre tensão e taxa de cisalhamento (deformação). Assumindo que x é a direção do 

escoamento, y a variação da velocidade e z a direção neutra; tem-se 

u = u(y), 

v=w=O. 

A medida do estado dinâmico local da deformação, ou seja, tensor tensão é dado por 

't = 'txy (2.27) 

e a medida do estado cinemático local é a taxa de cisalhamento (movimento duma camada 

material relativa às camadas adjacentes paralelas) conforme 

(2.28) 

onde -c x:r representa a componente da tensão de cisalhamento na direção x sobre a superfície 

normal y. Durante o escoamento de um fluido Newtoniano tem-se a seguinte relação 

't = ~y ' (2.29) 

sendo J.l a viscosidade Newtoniana a temperatura e presssão constantes. Esta equação é 

conhecida como lei de Newton para a viscosidade. 

tge = 1-1 

y 

Fig. 2.4- Relação tensão-deformação segundo a Lei da Newton para a viscosidade. 
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2.3.2 Comportamento de Fluidos não-Newtonianos 

Distingue-se duas categorias de fluidos não-Newtonianos. A primeira descreve fluidos 

sem o chamado ganho de tensão e a segunda descreve aqueles que exibem ganho de tensão 

[FER91]. "Ganho de tensão" é uma tensão de cisalhamento limite em que o material (fluido) 

inicia o escoamento. 

As propriedades viscosas dos fluidos sem ganho de tensão são descritas por curvas do 

tipo (a)- (c): 

Curva (a): curva do escoamento de fluidos Newtonianos, para o qual há uma direta 

proporcionalidade entre a tensão e a taxa de 

( f ) 

(d) 

I e) 

! c:) 

'ty 

lo) 

(b ) 

i' 
Fig. 2.5 - Comportamento de fluidos. 

cisalhamento. 

Curva (b ): caracteriza fluidos na qual a tensão 

aumenta pouco em relação à taxa de 

cisalhamento. Tais fluidos são chamados de 

shear thinning. Por razões históricas são 

também chamados de fluidos dilatantes 

[FER91]. 

Curva (c): caracteriza fluidos onde a tensão 

aumenta mais que a taxa de cisalhamento. 

Tais fluidos são chamados de shear 

thickening. Tradicionalmente, fluidos desta 

categoria são descritos como pseudoplásticos. 

Quando as propriedades viscosas do fluido produzem tensão, fluidos viscoplásticos, são 

descritos pelas curvas ( d) - (f): 

Curva (d): fluidos com estas propriedades viscosas podem ser chamados de plásticos de 

Bingham ou ideais. Estes podem suportar certa intensidade de cisalhamento sem 

deformação; após deformam-se proporcionalmente à tensão de cisalhamento. 

Curvas (e) e (f): descrevem materiais que produzem tensões e o escoamento é não linear. 

Eles são chamados de fluidos viscoplásticos não lineares (ou não Bingham). 
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O modelo matemático das curvas do tipo (a) - (c) é definido pela lei da mecânica de 

Ostwald de Waele, ou também conhecida por Power Law [FER91]. 

"t=Kyn' (2.30) 

onde "K" e "n" são parâmetros reológicos do modelo, fornecendo para: 

n < 1 curva (b ), pseudoplásticos 

n = 1 curva (a), newtoniana 

n > 1 curva (c), dilatantes 

A curva do tipo (d) é descrita pelo modelo de Bingham conforme 

(2.31) 

onde a produção (ganho) de tensão "ty e a viscosidade plástica T}p são os parâmetros reológicos do 

modelo. 

Finalmente, os escoamentos característicos às curvas não lineares de fluidos 

viscoplásticos (e) e (f) são descritos pelo modelo de Herschet-Bulkley [FER91] 

(2.32) 

com três parâmetros reológicos: "ty, K e n. 

Há vários modelos que descrevem as propriedades viscosas de fluidos não-Newtonianos. 

De acordo com opiniões [FER91 ], entretanto, os modelos apresentados acima são mais simples, 

sendo usados em aplicações pela sua eficiência. 

2.3.3 Modelos Mecânicos 

Pode-se escrever de forma simples o comportamento do material viscoelástico durante o 

escoamento usando os chamados modelos mecânicos. Tais modelos são construídos combinando 

elementos que representan1 o comportamento reológico ideal: uma deformação Hookeana 

elástica e um escoamento Newtoniana viscoso. 



o) b) 

(amortecedor) 

Fig. 2.6- Modelos mecânicos do comportamento ideal reológico 
(a) elemeno Hookeano, (b) elemento Newtoneano. 
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O elemento Hookeano é ilustrado como uma mola em que a força (representando a 

tensão) é proporcional à extensão (representando o cisalhamento) 

(2.33) 

onde Gs é o modulo de elasticidade. O elemento Newtoniana é ilustrado como um amortecedor 

(dashpot) consistindo de um cilindro mergulhado num fluido viscoso. Em tal elemento a força é 

proporcional à taxa de extensão (representando a taxa de cisalhamento ): 

(2.34) 

onde lld é o coeficiente de viscosidade. 

O comportamento de materiais viscoelásticos pode ser descrito combinando os elementos 

Hookeanos e Newtonianos em série ou em paralelo, como o modelo de Maxwell. 

2 .3.4 Modelo de Maxwell 

O Modelo de Maxwell consiste dos elementos Hookeanos e Newtonianos combinados em 

série. Para tal modelo a tensão de cisalhamento é igual para ambos os elementos e a deformação 

relativa (referente ao comprimento) é a soma das deformações relativas de ambos os elementos: 

(2.35) 

(2.36) 
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Diferenciando a equação (2.36) em relação ao tempo, tem-se 

dys dy d dy 
-+-=-. 
dt dt dt 

(2.37) 

Fig. 2. 7- Modelo de Maxwell. 

Diferenciando a equação (2.33) em relação ao tempo e utilizando a equação (2.34), 

podemos rescrever a equação (2.37) da forma 

(2.38) 

Com base na equação (2.35), a equação (2.38) também pode ser escrita como 

1 d't 't dy 
--+ - - = -
G s dt 211d dt ' 

(2.39) 

ou multiplicando ambos os lados da equação (2.39) por 21ld resulta 

(2.40) 

A razão 211d/G5 tem a dimensão do tempo. Usando para um material viscoelástico real os 

seguintes símbolos: 
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a equação de Maxwell é obtida: 

À. i + -r = 2rry . (2.41) 

De acordo com a equação (2.41) a tensão 't depende da taxa de cisalhamento. Assim, o 

modelo de Maxwell ilustra o comportamento reológico de fluidos viscoelásticos. À tensão extra 

constante (quando i = O) na equação (2.41) reduz-se a -r = 21ry , isto é, a relação para um fluido 

Newtoniana. Para duas dimensões tem-se y = D =.!. [vü + (vü r ] . 
2 

2.3 .5 Relaxação para um Fluido de Maxwell 

Considerando um fluido que segue o modelo de Maxwell sob cisalhamento e assumindo 

que y = O num dado instante t = O, observa-se que ocorre variações nas tensões no decorrer do 

tempo. Para y = O, a equação (2.41) tem a forma 

À.i + -c = O. (2.42) 

Separando as variáveis e integrando, com a condição inicial -r=-ro em t = O, tem-se 

isto é, 

't t 
In-=-- , 

't o À. 

ou ainda 

(2.43) 

Segue da equação (2.43) que a tensão decai a -ro em t = O, e tende a O para t ~ ex:> . O 

tempo À. caracteriza a velocidade de decréscimo da tensão e, portanto, é chamado de " tempo de 

relaxação". 



24 

2.3 .6 Variações do Modelo de Maxwell 

O comportamento de fluidos viscoelásticos pode variar dependendo das condições de 

escoamento, isto é, não existe uma única relação constitutiva capaz de descrever (predizer) todos 

os comportamentos observados em fluidos viscoelásticos [RED94]. Os modelos enfatizados aqui 

são da forma diferencial; relatam a tensão e a taxa de cisalhamento para escoamentos. 

Relações constitutivas simples podem ser obtidas para representar os comportamentos 

upper convected (maior taxa de cisalhamento) e lower convected (menor taxa de cisalhamento ), 

conforme Reddy e Gartling [RED94] para modelos de Maxwell 't;j + À:t;j = 2T] 0D;j, segundo as 

seguintes expressões para tensão extra: 

Upper Convected Maxwell (UCM) 

(2.44) 

Lower Convected Maxwell (LCM) 

(2.45) 

A expressão para a forma correlacionai [OLD58, BIR77, CR084, BAR93] é dada por 

(2.46) 

que nada mrus é que uma equação que pondera a característica upper ou lower descritos 

anteriormente. 

Obtém-se para: 

a= O a relação de Upper Convected, 

a=2 a relação de Lower Convected, 

a= 1 a relação de correlacionai (corotational). 

O modelo UCM é freqüentemente usado em simulações numéricas como exemplo por 

Crochet [CR084], Beris [BER86, BER87], Li e Davies (LI94) e Tichy [TIC96]; já a forma 
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correlacionai de fluidos de Maxwell apresenta componentes fisicamente inconsistentes e não é 

geralmente usada [RED94]. A relação (2.46) na sua forma mais geral produz o modelo de 

Johnson-Segalman [TAN92, CR084] 

1: .. + À:t .. = 2n 0D .. . 
IJ IJ ' I IJ (2.47) 

O modelo acima pode ser levemente modificado ao incluir um coeficiente para 'tij, 

resultando o modelo de Phan Thien-Tanner [TAN92] 

Y(-r)-r .. + Â:t .. = 2n 0 D .. , U U ' I U 

onde Y(1:) = 1 +c) .. tr(-r) e "ç" é uma constante reológica. 
llo 

(2.48) 

Os modelos Johnson-Segalman e Phan Thien-Tanner possuem um defeito comum em 

que, para um aumento monotônico da taxa de cisalhamento, surge uma região de decréscimo da 

tensão de cisalhamento, o que é fisicamente inconsistente [RED94]. 

Existem outros modelos de relações constitutivas além dos apresentados, sendo usados 

para trabalhos computacionais, entre eles o modelo de White-Metzner o qual também é 

freqüentemente usado em simulações. Os modelos aqui apresentados são generalizações simples 

dos modelos de viscoelasticidade linear; entretanto, modelos mais complexos que fazem 

analogias de leis mecânicas e argumentações heurísticas, ou que usam mecanismos estatísticos 

ideais e modelos conceituais de microstruturas para fluidos viscoelásticos são também usados 

por pesquisadores [TAN92]. Neste trabalho simula-se computacionalmente para algumas 

situações o modelo Convected Maxwell apresentado por [TIC96]: 

{ [ ]
T } [ ] 

&r.. ê}v. ê}v . ê}v. ê}v. 
't .. +À. v _•_J- 't · __ J - · · __ J =11-J+--' ' 

'J m " am àx. am àx. r àx. . àx. . oxm m m 1 J 

(2.49) 

ou: 

-r +À u--+v-- - - 't. ---'t = -J..l-, ( 
àtxx àtxx 2 ôu ?ÔU ) ? ÔU 

XX ôx ôy ôx XX ôy Xy àx 
(2.50) 
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't +/\. u--+v-----c - --c =11 -+-,.,( Õ't xy Õ't xy ôu av J ( ôu av J 
xy ôx ôy ôy yy ôx XX I""' ôy ôx > 

(2.51) 

-c +À u--+v---2-'t -2- 1: =211-. ( 
i7t yy &t yy av av J av 

YY ÔX ôy ôy YY ÔX xy ,.- ôy (2.52) 

Visando um melhor entendimento dos processos de transferência de calor tem-se, na 

próxima seção, um estudo dos fenômenos ligados a esse tópico. 

2.4 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONVECÇÃO 

A transferência de calor por convecção em ambientes fechados [KELOO] é um tópico de 

importância contemporânea na engenharia e sistemas geofisicos. Neste trabalho objetiva-se 

considerar o fenômeno de convecção natural e mista para fluidos Newtonianos visando calibrar o 

código computacional para a transferência de calor no caso de cilindros excêntricos e "parados", 

ou seja, velocidade angular igual a zero, caracterizando um problema de convecção natural, e 

para a situação onde o cilindro interno está em movimento, caracterizando um processo de 

convecção mista. 

Nas próximas seções discute-se a transferência de calor por convecção, a aproximação de 

Boussinesq e o modelo matemático para o caso de convecção combinada (mista). 

2.4.1 Notações 

O calor, que nada mais é que energia térmica dissipada (em trânsito), pode ser transferido 

por condução, convecção e radiação. Na transferência de calor por condução a energia passa de 

molécula para molécula principalmente sem que elas sejam deslocadas. O processo de 

transmissão de energia por radiação não precisa de um meio material sólido para se propagar; a 

energia radiante é transmitida através de ondas eletromagnéticas [INC92]. A propagação de calor 

nos líquidos ou gases ocorre por efeito de camadas aquecidas ou correntes de convecção. 

O estudo de fenômenos relacionados à convecção é classificado da seguinte forma: 
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a) Convecção Natural (ou livre): a causa do movimento é a ação da gravidade no fluido 

de massa específica e temperatura variáveis. A velocidade do fluido é pequena 

caracterizando um fluxo de caráter elíptico. Nesta categoria o escoamento pode ser 

laminar ou turbulento, dependendo das circunstâncias. Exemplos de aplicações são o 

fluxo em chaminés, radiadores, entre outros. 

b) Convecção Forçada: aqui a causa do movimento é uma ação externa. A velocidade é 

geralmente dominante, isto é, possui caracter parabólico. A aplicação em indústrias 

onde tem-se fluxo de calor turbulento é freqüente, como por exemplo em processos 

de resfriamento de líquidos refrigerantes. 

c) Convecção Mista (ou combinada): nesta categoria ocorre o processo de transferência 

de calor por convecção natural e forçada, na qual parâmetros adimensionais como 

Grashof e Reynolds indicam a tendência do escoamento ocorrer via convecção natural 

ou forçada. A convecção mista na verdade é uma característica da maioria dos 

fenômenos que envolvem energia dissipada, sejam eles fenômenos da natureza ou 

artificiais. 

A tabela seguinte apresenta, de forma simplificada, as diferenças entre os tipos de 

convecção. Segue-se uma aproximação muito utilizada para problemas de convecção natural. 

Tab. 2.1 - Caracterização das diferenças entre as convecções forçada e natural. 

Convecção Causa do movimento Velocidade Caráter 

Forçada Ação externa É geralmente dominante Parabólico 

(Ex.: ventilador) 

Ação da gravidade no 

Natural fluido (massa específica Pequena Elíptico 

e temperatura variável) 

2.4.2 Aproximação de Boussinesq 

A aproximação de Boussinesq expressa o acoplamento entre o campo de temperatura e o 

campo de velocidade (escoamento). Esta definição é válida para casos de escoamentos em que o 
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gradiente de temperatura é pequeno, ou seja, naqueles em que a diferença de temperatura implica 

em pequena compressibilidade do fluido. 

Considera-se as seguintes equações com a presença da força de corpo na equação da 

quantidade de movimento na direção y (EQMy): 

[
ôu ô(uu) ô(vu)] ôp Õtxx Ô'txy . p -+ + =--+--+--
ôt ôx ôy ôx ôx ôy' 

(2.53) 

EQM : p -+ + =--+-Y-+ ____I!.._+pg· 
[ 

ôv ô(uv) ô(vv)] ôp Ô't x Ô't 
y ôt ôx ày ôy ôx ôy ' 

(2.54) 

ET ·. C [õf ôT õf] [ ô 2
T ô

2
T] ô(m xx ) ô(u-rxy) p p -+u-+v- = K --+-- + + + 

ôt ôx ôy ôx 2 ôy 2 ôx ôy 

ô(vr vx) ô(vtyy) 
. +--.:..:.._ 

ôx ôy 
(2.55) 

O esquema ilustrado pela Fig. 2.8, mostra o comportamento dum fluido Newtoniana 

inicialmente "parado" (estático) em um reservatório com uma das paredes em constante 

aquecimento (fluxo de calor positivo). 

Admite-se que a pressão permanece constante numa região com pequena variação de 

temperatura. Desta forma, pode-se escrever 

p(x, y) = p(y) = P .. (y). (2.56) 

De acordo com a Fig. 2.8 a distribuição da pressão no reservatório é hidrostática; 

portanto 

(2.57) 

onde Pco é a massa específica do fluido no reservatório. 

Substituindo (2.56) em (2.54) fica-se com 

[ 
ÔV à( UV) à( VV) l Ô't yx Ô't YY ( ) 

p Bt+ ôx + ôy =--a;z-+~+ p,., -pg. (2.58) 



r Parede aquecida 

;-- Fluxo próximo à parede 

z~ 
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29 

Comportamento 
da pressão 

Pco 

Fig. 2.8 - Fluxo devido à flutuação ao longo duma parede aquecida e distribuição de 
pressão num reservatório de fluido parado. 

A temperatura aparece explicitamente na equação do movimento quando se usa a 

equação de estado da termodinâmica p = p(T, p) . Expandindo a massa específica em séries de 

Taylor para [p"' = p(T"J) p0 )], obtém-se 

p=p,,. +(ap ) (r - T".)+(ap J (p - p(fj ) + .. . 
õf p Op T 

(2.59) 

onde Po é uma referência à pressão no fundo do reservatório . 

Mas, a correção (diferença) da pressão é insignificante comparada com a correção da 

temperatura; portanto, a equação acima reduz-se a 

p = p,, - p .,f3(T - T,..,) + ... , 

p := P, .. (L - f3(T- T,,)), 

onde f3 é o coeficiente de expansão térmica. 

(2.60) 

Note, também, o fato que a equação (2.60) é uma aproximação linear da equação de 

estado p = p(T, p) , quando se considera a massa específica de referência p .,, (T, , Pn) suficiente-
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mente pequena, que é, quando a variação da temperatura é bastante pequena, implicando em 

[BEJ84, INC92]: 

~(T- T .. J>> 1. (2.61) 

Quando as propriedades do fluido variam com a temperatura na fronteira, concordância 

razoável entre o prognóstico baseado nesta teoria e a mensuração é obtida, se as propriedades do 

fluido são avaliadas na fina camada (camada limite térmica) de temperatura (Tw + Tco)/2. 

Substituindo a expressão para p em ambos os lados da equação da quantidade de 

movimento, obtém-se 

p..,(l- ~(T _ T,.,)][ôv + 8(uv) + 8(vv)] = [ àt yx + àtyy ] + P., ~(T _ T.., )g. 
at ax ày ax ày 

(2.62) 

Considerando que ~(T - Tcc ) >> 1 pode-se negligenciar o termo colocado em evidência 

(lembre que Pco pequeno); chega-se, assim, na equação do momento com a temperatura T no 

termo de flutuação, 

av a(uv) 8(vv) àt àt 
at+ ax + ôy = a:+ ; +p.., ~(T-T..,)g. (2.63) 

A linearização da relação de estado p = p(T, p) , equação (2.60), é reconhecida como a 

aproximação de Oberbeck-Boussinesq ou simplesmente aproximação de Boussinesq 

[BEJ84]. A presença da temperatura no termo de flutuação, ou melhor, flutuabilidade da equação 

do momento (2.63) associa o movimento com o campo de temperatura e vice-versa. Segundo 

Holman [HOL 72] o fluido é dirigido pelo efeito da flutuabilidade e está associado à tendência do 

fluido (gás) de se expandir e em casos especiais de se contrair quando aquecido à pressão 

constante. Vale salientar, a fim de complementação, que pequenas variações de temperatura são 

suficientes para causar convecção natural ou mista. 

A fim de tornar o procedimento de solução mais versátil para futuras comparações entre 

os resultados, faz-se o estudo da análise dimensional e apresenta-se as equações governantes 

adimensionalizadas. 
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2.5 ANÁLISE DIMENSIONAL 

A experimentação em laboratório de escoamentos, em muitos casos, toma-se proibitiva 

devido ao seu alto custo e muitas vezes pelo seu risco de execução (ambiental e para a 

humanidade). Centrais nucleares, reentradas de veículos na atmosfera terrestre e turbinas de 

aviões são alguns exemplos. Para contornar estes problemas pode-se utilizar a análise 

dimensional, esta permitindo simulação similar às condições reais do fenômeno em questão. 

A reentrada de veículos na atmosfera, por exemplo, pode ser simulada através de 

protótipos em piscinas d'água, na qual se pode reproduzir a alta pressão da reentrada pelo 

impacto do protótipo da nave na água da piscina; isso permite que pesquisadores tomem decisões 

mais seguras quanto à aerodinâmica, resistência da nave, etc. 

A análise dimensional é uma ferramenta importante que quase sempre auxilia na redução 

de riscos e custos. Discute-se, nessa seção, a condição necessária para obter a similaridade 

adequada entre escoamentos reais e experimentais numéricos ou por protótipos, pelo estudo da 

natureza da análise dimensional e alguns grupos adimensionais. 

2.5 .1 Natureza da Análise Dimensional 

A complexidade, que pode ser facilmente constatada nos fenômenos em mecânica dos 

fluidos, envolve características físicas, e muitas vezes químicas, do escoamento e de medidas 

geométricas. A fim de ilustração considere a queda de pressão num escoamento dentro de um 

tubo. 

Que experiências devem ser feitas para determinar a queda de pressão dentro de um tubo, 

sendo que o escoamento é permanente, incompressível e viscoso? Listando as variáveis 

necessárias para determinar a queda de pressão .0-p, tem-se [FOX98] o comprimento de tubo "L", 

a velocidade média U, a viscosidade do fluido Jl, o diâmetro do tubo "d", a massa específica do 

fluido p, a variação média do raio interno r e "e" a rugosidade. Simbolicamente tem-se que 

.0-p = J(L, U, fl, d,p, ~'e) . (2.64) 

-
A determinação da dependência de .0-p em relação às variáveis L, V , fl , d, p, e r, exige 

uma bateria de experiências que podem ser feitas fixando a velocidade média e a massa 

específica (escoamento incompressível) e combinando as demais variáveis. A modificação de 
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uma das variáveis exije em torno de 1 O experiências, devido a dificuldades de medida para 

obtenção dos dados. Isso significa que se têm aproximadamente 104 experimentos diferentes. Se 

for contabilizado o custo considerável destes experimentos, tal atividade pode se tomar inviável. 

Contudo, pode-se obter resultados significativos com um custo e esforço muito menor 

pelo emprego da análise dimensional. Uma relação funcional para o problema da queda de 

pressão é apresentada na forma 

Llp
2 

= J(L, )l, d, e). 
pU 

(2.65) 

A viscosidade )l presente nesta relação poderia ser verificada com apenas alguns testes, 

ao invés de aproximadamente 104 como havia-se previsto; assim não seria necessário construir 

dutos com diferentes diâmetros, comprimentos e rugosidade. 

Imagine que se deseja determinar esse diferencial de pressão num duto com curvas e 

restrições. Neste caso, urna ferramenta poderosa baseada em algumas experiências feitas em 

laboratório é muito útil; trata-se da simulação numérica que considera a relação funcional 

mencionada, que pode ser feita exaustivamente a baixíssimo custo se comparado à complexidade 

(dificuldade) do fenômeno. 

2.5.2 Alguns Parâmetros Adimensionais 

Os parâmetros adimensionais, ou ITs como menciona [HUG79], podem ser obtidos pelo 

método da análise dimensional ou diretamente das equações diferenciais. Obtém-se os 

parâmetros adimensionais partindo das equações diferenciais na próxima seção. 

O surgimento dos parâmetros adimensionais estão relacionados à constatações 

experimentais feitas por grandes nomes da história da mecânica dos fluidos; cita-se algumas 

dessas personalidades e seus respectivos adimensionais. 

Salienta-se aqui que dois escoamentos são semelhantes se os parâmetros adimensionais 

são todos iguais; independente do tamanho da configuração de escoamento, se mantém a 

semelhança geométrica. 
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Osborne Reynolds (década de 1880), engenheiro britânico, estudou a transição entre os 

regimes laminar e turbulento num tubo, descobrindo que o regime de diferentes escoamentos 

pode ser determinado pela relação, denominada posteriormente de número de Reynolds 

Re = UL :::::: força inercial . 
v força viscosa 

(2.66) 

Quando o número de Reynolds é pequeno (Re<<1) as forças viscosas predominam, e 

quando Re >> 1 as forças de inércia predominam. Escoamento interno num tubo é laminar para 

Re ::;; 2.300, enquanto que o escoamento externo é laminar numa placa plana para Re ::;; 5x 105 

[SCH68]. 

O número de Prandtl (1907) é considerado urna propriedade do fluido importante na 

transmissão de calor por convecção; para a maior parte dos gases situa-se entre 0,6 e 1 ,O e para 

líquidos viscosos como óleos acima de 1.000. Tabelas contendo a relação Prandtl e fluido podem 

ser encontrados na literatura como por exemplo em Fox e McDonald [FOX98], Bejan [BEJ95], 

Incropera e Witt [INC92], entre outros, para diferentes condições de temperatura e de pressão, 

Pr = J..L • Cp = ~ :::::: difusão viscosa . 
K ex. difusão térmica 

(2.67) 

A Fig. 2.9 ilustra os efeitos dum escoamento laminar para fluidos viscosos a baixa 

velocidade sobre uma parede aquecida. O comportamento num regime turbulento concorda 

qualitativamente com a mesma, mas há diferenças nos perfis [WHI91]. 

Pr << l ,O 
(metais líquidos) 

Pr=0,7 
(gases) 

2,0::;;Pr~0,7 

(água) 
Pr>> 1,0 
(óleos) 

Fig. 2.9 - Efeitos do número de Prandtl na difusão térmica e viscosa [WHI91]. 

A influência da temperatura na difusão viscosa é menor quanto maior for o número de 

Prandtl e maior quanto menor for o número de Prandtl. 
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Eckert, usado para escoamentos onde há temperatura variável, acarretando num aumento 

de entropia que acaba interferindo na dissipação viscosa, 

E 
U 2 dissipação viscosa c - ~ --~..:..__ ___ _ 

- Cp (T"' - Tco ) ~ aumento de entropia ' (2.68) 

é a razão entre a energia cinemática do escoamento e a diferença de entalpia na camada limite 

[INC92]. 

O número de Grashof é importante em correntes livres provocadas por flutuações, se 

existirem gradientes térmicos que causam gradientes de massa específica [BUR93]. Admite-se 

que o fluido é incompressível, com coeficiente de expansão volumétrica~' resultando: 

Gr = g~p 2 e (T cu - T"') ::.:: força de flutuação . 
f.l 2 força viscosa 

(2.69) 

Lord Rayleigh (1899) analisou o efeito da temperatura na viscosidade de um gás, ou seja, 

investigou a estabilidade mediante efeitos da temperatura em gases, resultando o adimensional: 

Ra = g~H
3 

ôT = Pr Gr. 
a v 

(2.70) 

Se o número de Rayleigh excede certo valor crítico, o escoamento toma-se instável 

[STR61], por exemplo, em cavidades (quadradas e retangulares) o valor crítico é 106
. 

O número de Deborah (De) refere-se ao efeito de memória dum fluido em escoamento. 

Este adirnensional é definido como razão da característica temporal do fluido pela característica 

temporal do processo. Ou seja, é a razão entre a característica temporal de deformação do fluido, 

relacionado à viscosidade (medida por viscômetros) pela característica temporal de deformação 

durante o escoamento, relacionado aos tipos de resposta (elástica, viscosa e viscoelástica). 

II.U 
De=-. 

L 
(2.71) 

Nos processos com baixo número de Deborah a influência da "memória" do fluido no 

processo de escoamento pode ser negligenciada e, portanto, as propriedades reológicas do 

mesmo podem ser aproximadas por um modelo de fluido Newtoniana. Para processos com alto 
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número de De, entretanto, para que ambas características temporais seJam comparáveis, a 

"memória" do fluido é importante. 

O número de Péclet (Pe), também conhecido como número de Reynolds da célula, em 

homenagem ao físico francês J. C. E. Péclet [WHI91], 

pUL 
Pe =--= PrRe , 

1( 

mede a razão entre as intensidades dos processos de convecção de difusão. Quanto maior o 

número de Péclet, maior a intensindade da convecção [FOROO]. 

(2.72) 

Finalmente, o número de Biot (Bi) representa a relação entre a troca de calor por 

convecção e a difusão nas proximidades duma superfície, 

Bi = heL 
K ' (2.73) 

onde he é o coeficiente de transferência de calor externo. 

2.5.3 Forma Adimensional das Equações Governantes 

Mencionou-se anteriormente que os parâmetros adimensionais podem ser obtidos 

partindo das equações diferenciais, neste caso considere como exemplo a equação da Quantidade 

de Movimento na direção x (CQMx) sem a força de corpo, 

p[ âu + à(uu) + à(vu)] = _ Op + àtxx + àtxy . 
àt àx ày àx àx ày 

(2.74) 

Introduz-se as variáveis adimensionais que se seguem, independentes e dependentes (as 

dependentes indicadas por asteriscos), 

• tU"' t =-- , 
L 

X 
X= 

L ' 
. y 

y = -
L 

• '( X)' 0 '( XX 

't xx = U / L' 
f..l <O 

't __ _.:...,__ 
X)' - u /L. 

f..l <O 

u 
u = u ' 

"" 

v 
v = u-· 

<O 

O procedimento de tomar adimensional a equação diferencial da CQMx, é feito da 

seguinte forma, considerando, como exemplo, quatro termos típicos desta equação: 
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ôu a(u/ U'"' )u<O U 2 au · 
-= =~-

a(u"'. t J~ L at ' ' 
L U"' 

u ôu = U (~J a( u/ U <O )U co = U ~ u. ôu' 
ôx <O U"' a( xj L )L L ôx' ' 

a
2
u a (ôuJ a [a(u/ U"' )u"'] u"' a

2
u' 

ay 2 = ay ay = a(y/ L)L a (y/ L)L =u ax '2 ' 

Seguindo-se este procedimento, a equação diferencial da CQMx pode ser escrita como 

pU~ (ôu ' +a(u'u' )+a(v ' u ') )=-pU~ ap' + ~-tU "'(ât:X + m:YJ 
L at' ax· ay· L ax· e & ' ay· · (2.75) 

Dividindo a equação anterior (2.75) por pU~ /L obtém-se 

onde a quantidade adimensional 1-l é o inverso do parâmetro adimensional de Reynolds. 
pU"'L 

Por simplicidade, admite-se a seguinte equação adimensional para CQMx sem os indicadores 

asteriscos, 

(2.76) 

De forma análoga à adimensionalização da equação CQMx, tem-se as demais equações 

adotadas neste trabalho na forma adimensional (veja deduções "Apêndice B"). 

Conservação da Quantidade de Movimento na direção y com a aproximação de 

Boussinesq (CQMyB): 

àv + a(uv) + a(vv) = _ ap + _l_[ éltxy + éhn] _ Ra ~ T . 
ôt ôx fJy fJy Re ôx ôy Pr Re-

(2.77) 
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Equação da Pressão: 

àu àv 
D=-+-. 

àx ày 

Equação da Temperatura: 

õT +u õT +v õf =+-1-[ ô
2
T + ô

2
T]+ 

ôt ôx ày Pr R e ôx 2 ày 2 

Ec[ ô(U1:xx) + ô(utxy) + ô(vtxy) + ô(;yy)]· 
Re ôx ày ôx 

Relações constitutivas do modelo Convected Maxwell: 

t + e u - ·- + v---2- t - 2-t = 2- . D ( 
Ô'txx Otx.~ àu àu J àu 

XX ôx 0y ax. XX 0y Xy ax. , 

t +De u--+ v-- - 2-t -2-t =2-. 
( 

Ô'tyy àtyy àv àv J àv 
YY ÔX ôy Oy YY ÔX xy ôy 
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(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 

No presente trabalho as tensões 'txy e 'tyx foram consideradas iguais, uma vez desprezadas 

as forças de campo, salvo a aproximação de Boussinesq [AND84]. 

No capítulo seguinte descreve-se a aproximação usada para essas equações governantes 

(2.76)- (2.82), a geração da malha computacional, os métodos de solução, a estabilidade e a 

convergência destes métodos. 



3. PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO 

Os modelos de equações diferenciais parciais (EDP) apresentam derivadas espaciais e 

temporais às quais podem ser aproximadas produzindo um sistema de equações algébricas. Neste 

capítulo o conceito de aproximação por diferenças é enfatizado. Ambas as derivadas, em relação 

ao tempo e ao espaço, podem ser aproximadas por outras técnicas, como por exemplo volumes 

fmitos [JAM81 , PAT81] e elementos finitos [ZIE89]; entretanto, não exploradas aqui por fugir 

do objetivo deste trabalho. Além disso, descreve-se as malhas, o sistema coordenado 

generalizado e os métodos iterativos de Runge-Kutta e de Relaxações Sucessivas utilizados, bem 

como discute-se o critério de convergência e de estabilidade dos métodos numéricos. 

3.1 MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS 

A aproximação em diferenças finitas é usada com freqüência no meio científico em 

fluidos afim de dominar as não-linearidades de modelos matemáticos adotados e no acoplamento 

das equações resolvidas segregadamente. O mesmo tem-se demostrado eficiente no decorrer dos 

tempos. Prova disto é sua aplicação por Schneider e Zedan [SCH81 ], os quais avaliam a técnica 

Modifild Strongly Jmplicit Procedure (MSI) baseado nesta aproximação e em misturas e 

separações de fluidos apresentado por Crochet [CR084] e ainda a importância dada por 

Anderson (AND84], Smith [SMI85], Kincaid e Cheney [KIN94], e Lomax [LOM99], para 

fluidos não-Newtonianos descrito por Vradis e Hanunand [VRA98]. Antes de proceder a 

aproximação das equações define-se algumas notações. 

3 .1.1 Notações 

Uma malha simples envolvendo tanto o tempo quanto o espaço é mostrada na Fig. 3.1. A 

análise desta figura permite definir termos e notações necessárias para descrever a aproximação 

em diferenças finitas. Geralmente as variáveis dependentes, "u", por exemplo, são funções das 
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variáveis independentes tempo t e as direções x, y e z. Aqui, por simplicidade, considera-se o 

caso unidimensional (lD), u = u(x, t) , onde somente uma variável é denotada. O índice 

assumido para x é "i", e para t é "k". Então, as distâncias da malha são: 

x=x. = i ·flx 
I > (3.la) 

t = t k = k . L\t ' (3 .1 b) 

onde flx é o espaçamento em x e flt é o passo de tempo, como mostra a Fig. 3 .1 . 

t Jll. 

i, k + 1 

P (i flx, kflt) 
.,.. 

i - 1, k i, k i + l , k 

l -
i, k -1 

J .. .... 

iflx X 

Fig. 3. 1 -Ilustração do arranjo espaços e tempo (LOM95]. 

3 .1 .2 Aproximação das Derivadas 

A aproximação de uma derivada em diferenças pode ser gerada por meio de expansão em 

séries de Taylor [SMI85]. Considerando u(x,t) com "t" fixo e seguindo a notação convencional 

(3 .1), pode-se expressar a velocidade Ui+! no ponto (i+ l) em função da velocidade Ui, no ponto 

(i), pela série de Taylor, 



u. 1 = u . + (ôu) ôx + (8
2

u) ôx
2 

+ (8
3

u) ôx
2 

+ ... + (anu) 
I+ I ôx i 0x2 • 2! 0x3 • 3! Ox.n . n! 

I I I 

Subtraindo u; e dividindo por D.x obtém-se 

ui+l -ui = (ôu) (82

u) D.x + ' + ... 
D.x ôx i ôx- . 2! 

I 

A expressão (3 .3) é matemáticamente exata se [WEN96]: 

a) o número de termos é infinito e a série converge; 

b) e/ouD.x~O. 
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(3.2) 

(3.3) 

Considerar computacionalmente um número infinito de termos é impraticável. Assim, a 

expansão (ui+l- uJI D.x é uma aproximação razoável para (:} se a expressão (3.2) for 

"truncada" e se .!lx é tão pequeno quanto o comprimento de escala. Assim, admitindo um erro de 

truncamento de ordem 2 [O(.!lx2
)], obtém-se uma aproximação de "la ordem" para a derivada 

primeira 

(3.4) 

Agora considerando a aproximação espacial ( u i+l - u i-J) /(2ôx) , expandindo u;+ 1 em 

função de u;.1 e reagrupando os termos, o resultado é a expressão, 

2ôx 
-(ôu) +(a

3

~) õ~12 +(a3~) õ~
4 + ... 

ôx i-1 ôx i- 1 .). ôx i -1 5. 
(3.5) 

Ao truncar a série dada pela expressão acima, obtém-se a seguinte aproximação pelo 

esquema de diferenças centrais para a derivada primeira 

(3.6) 

Para a derivada de segunda ordem escreve-se as séries, 
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(ôu) (ô
2

uJ õx
2 

(ô"uJ ôx" u. 1 =u.+- ôx+-- --+ +-- --+ 
1- I ÔX 2 I • • • n I ••• ' ; ôx . 2. ôx . n. 

I I 

-õx::;x::;o, (3.7) 

(ôu) (ô
2

uJ ôx 
2 

(ô"uJ ôx" u - 1 =u.+ - ôx+-- --+ +-- --+ 
I+ I ÔX 2 I • . • n I ••• ' ; ôx . 2. ôx . n. 

I I 

(3.8) 

Adicionando essas duas expressões (3.7 e 3.8) e reagrupando os termos resulta 

U;_1 - ui+l 2(ôu) (ô
2

uJ (ô"uJ ôx" 2 = - . ÔX + --2 + ... + 2 --n -.-+ ... 
ôx ôx 1 ôx ôx . n. 

I 

(3.9) 

que quando truncada a aproximação pelo esquema central para as derivadas de segunda ordem é 

dada por 

(3.10) 

De forma análoga, na dedução da expressão (3.4) a aproximação de 13 ordem para a 

derivada temporal (:) é 

ôu ::: uk+l - uk 
ôt ôt 

(3 .11) 

Em se tratando de aproximações por diferenças entre as distâncias dos pontos discretos, 

faz-se necessário gerar uma malha computacional (conjunto de pontos discretos). E por 

possibilitar o uso de domínios quaisquer utiliza-se o sistema de coordenadas generalizadas. Estes 

assuntos serão discutidos no capítulos seguintes. 

3.2 MALHA COMPUTACIONAL E COORDENADAS GENERALI

ZADAS 

Considera-se, neste trabalho, escoamentos de fluidos entre placas paralelas e cilindros, 

este último com e sem excentricidade. Neste item ilustra-se as malhas computacionais utilizadas, 

bem como se justifica o uso de coordenadas generalizadas. 
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3.2.1 Malha Computacional 

Considera-se o escoamento de fluidos em duas situações entre superfícies móveis: a 

primeira admite o movimento circular dum cilindro (corte transversal) de raio Ri em relação a 

outro cilindro estático (velocidade nula) de raio Ro~ admite-se também uma distância entre os 

centros dos cilindros (excentricidade). A segunda situação admitida é o escoamento de Couette, 

para o caso em que uma placa superior desliza à velocidade constante U em relação à placa 

inferior estática. As figuras abaixo ilustram os planos fisicos considerados no sistema 

coordenado xy. 

y 

X 

Fig. 3.2- Ilustração do plano fisico para cilindros rotatórios. 

y 

X 

Fig. 3.3 - Ilustração do plano físico para placas paralelas. 

A geração das malhas computacionais estruturadas (veja Fig. 3.4) é de forma algébrica, 

com a possibilidade de refinamento próximo às paredes pelo uso duma progressão geométrica. O 

refino na vizinhança das paredes faz-se necessário a fim de captar as variações das propriedades 

tisicas (velocidades, pressão e temperatura) nestas regiões e, no caso dos cilindros, melhorar a 

taxa de variação entre as células devido a possíveis instabilidades numéricas. Aconselha-se 
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utilizar uma relação de tamanho entre as células ôx x ôy = 1 x 1, com tolerância de ±20% 

[DeBOO]. 

(a) 

1111 1111111 11 111 111111 111 11 111 111111 111 11 11 1111 111 
(b) 

Fig. 3.4 - Malhas computacionais para (a) cilindros rotatórios e (b) planos paralelos. 

O arranjo para a disposição das variáveis da malha é o co-localizado, pois permite 

economia de memória e de tempo computacional, ou seja, o cálculo das métricas da 

transformação de coordenadas é feito uma única vez. 

Fig. 3.5- Arranjo co-localizado. 
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Como mencionado, utiliza-se domínios quaisquer (variando a excentricidade ou 

refinando em determinadas regiões); assim têm-se situações diferentes. Logo, nada mais 

oportuno que considerar o sistema de coordenadas generalizadas. 

3 .2.2 Coordenadas Generalizadas 

A discretização de geometrias variadas leva a considerar malhas computacionais 

distintas; logo faz-se necessário a aproximação das equações diferenciais parciais dos modelos 

matemáticos considerados em coordenadas generalizadas. Toma-se a seguinte relação entre as 

áreas (ôxôy <=> ôÇôrl) dos planos físico e transformado 

y 

~--------~--~+ô~ 

----r-----------r--~ 

(a) X (b) 

Fig. 3.6- Áreas nos planos (a) fisico e (b) transformado [MAL95]. 

Apresenta-se aqui, de forma resumida, as relações entre as métricas da transformação do 

plano fis ico. No "Apêndice A" apresenta-se as deduções para obtenção dessas relações. 

• Jacobiano da transformação (relação entre áreas em cada um dos espaços 

bidimensionais ), 

(3.12) 



• Relação entre as métricas, 

çx = Jy '1, 

11x=-Jyç, 

ÇY =-Jx'1, 

11x=Jxç; 

• Relação entre as derivadas de segunda ordem, 

Çxx = -J[(xççç; + X1111 11; + 2Xç11Ç" 11 x )y 11 - (y ççç; + y 1111 11~ + 2y ç11Çx 11x )x
11

], 

Çyy =-J[(x ççç~ +X 1111 11~ +2Xç11l;y11 y)y'l -(YççÇ~ +y 1111 11! +2Yç11l;y11y)x 11 ] , 

11 xx = -J[(y ç~l;! + Y 1111 11~ + 2y ç11Çx 11x }xç - (xççl;! + X1111 11 ! + 2Xç11/;x llx )y ç ], 

Tl yy =-J[(Yçç/;; +Y111111; +2yç11/;y11y)xç -(xçç/; ; +x1111 11; +2Xç11 Çy11y)yç ]. 

Utiliza-se estas relações para transformar 

Ç = Ç(x, y, t), 

11 = Tl(X, y, t), 

x =x(t). 
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(3.13) 

(3.14) 

(3.1 5) 

(3. 16) 

Mas, como x é somente uma função de t, considera-se x = t [WEN96], e apenas a 

transformação das equações nas variáveis x e y são avaliadas (analisadas). As derivadas parciais 

presentes nos modelos considerados, apresentados aqui na forma genérica para uma função \lf, 

podem ser expressas pela regra da cadeia. 

Para as derivadas de 1 a ordem resulta: 

(: )~( :)(:)+(:)(:), 
~(:)s, +(:}, 

(3.17) 

(3 .18) 
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Para as derivadas de 2a ordem fica-se com: 

(~;)= !(ZJ 
= ![(:)s. +(~}.] 
=(: )s~ +( ~; )s; +( ~} .. +( ~; }; + z( ~~}.s.; (3 .19) 

(~;)= !(:) 
= ![( :Js, +(~}, ] 

=(:)s, +(~; )s; +(~}, +(~; )~: +z(~~},s, (3.20) 

Para as derivadas cruzadas obtém-se: 

( 
8

2

\V J = ~(8tv ) 
OxOy Ox Oy 

(3 .21) 

Segundo Wendt [WEN96], se as expressões analíticas são dadas na forma fechada as 

métricas também podem ser obtidas nesta forma. Mas, para a transformação em questão teremos 
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uma relação numérica, avaliada por diferenças finitas centrais. A equação CQMx na forma 

adimensionalizada, em coordenadas generalizadas fica: 

(3.22) 

Usando a aproximação em diferenças finitas para as derivadas da Eq. (3.22), tem-se como 

exemplo a expressão, 

(
vi,j+1ui,i+1 -vi,j-1ui,j-1) .. =(Pi+1,j -Pi- 1,j)}: ... +(Pi,j+1 -Pi ,j-1 ) . .. _ 

2ôT) TlYI,J 2ôs 'ni,J 2ôT) ll xi,J 

_ XX I+ ,J XXI- ,J s .. + XX 1,J+1 XXI,J-1 .. + I 
[(

't .. . -'t '1 ') ('t .. -'t .. ) 
Re 2ôs XI,J 2ôT) llxi,J 

(3 .23) 

Nas próximas seções discute-se os métodos de solução adotados e suas implicações 

quanto à estabilidade e convergência. 

3.3 MÉTODOS DE SOLUÇÃO 

Os métodos diretos, tais como fatoração QR, eliminação Gaussiana entre outros, para 

resolver um sistema (A x=b) requerem um número finito, porém muito grande, de operações para 

produzir uma solução exata. A menos de arredondamento tornam-se proibitivos, em termos de 

tempo computacional e armazenamento, se a matriz dos coeficientes A é muito grande. Para tais 

problemas é pertinente e aconselhável usar métodos iterativos, como o de Runge-Kutta, Newton, 

Relaxações Sucessivas [GRE70, TA V99]. 
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Um método iterativo produz a solução, quando converge, como o limite de uma 

seqüência, pelo que precisará truncar o processo num ponto conveniente e adotar como solução 

uma aproximação desse limite. Aqui teremos duas fontes de erro: o arredondamento e o 

truncamento [KIN94]. Os modelos iterativos adotados na forma explícita são: 

• Relaxações Sucessivas, para o cálculo da pressão; 

• Runge-Kutta, para o cálculo das velocidades nas direções x e y e da temperatura T. 

3.3 .1 Método das Relaxações Sucessivas 

O método das relaxações sucessivas procura acelerar o processo de convergência do 

procedimento iterativo de Gauss-Seidel com a introdução dum parâmetro de relaxação "ro", que 

modifica (diminui/aumenta) o raio espectral (maior autovalor) [KIN94] da matriz Jacobiana 

de iteração, 

O valor de ro varia entre O e 2, sendo classificado como um processo de: 

• Sobrerelaxação para 1 < ro <2 indicado para problemas parabólicos e hiperbólicos, 

• Subrelaxação para O< ro < 1, indicado para problemas elípticos e oscilatórios. 

O valor adotado no presente trabalho foi ro = 0,8. 

3.3 .2 Método de Runge-Kutta 

O método explícito de Runge-Kutta é usado pela sua facilidade de implementação; o uso 

de coeficientes possibilita obter soluções com precisão temporal, atingindo as características 

apropriadas de amortecimento do erro. Isto é, os erros de truncamento local, que surgem em cada 

passo devido ao método numérico não poder considerar todos os termos da série de Taylor, se 

comportam como erro de truncamento local de 0(6.x2
) para o caso de Runge-Kutta de 3° ordem 

[KIN94]. Este utiliza, 

w .(l) = w.~O) - a (I) ôt R ~O) ' 
IJ IJ IJ 

w P> = w.~o) -a (2) ôt R <.1> ' 
lj IJ IJ 

w P> = w.~o> - a <3> ôt R ~.2 ' , 
IJ IJ IJ 
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onde· R. .. = Q .. - 5.. sendo Q,.J· os termos convectivos, D .. os termos dissipativos e ~t o U U U' U 

espaçamento temporal, com a<l)= Y2; a<2)= Y2; a<3)=1, para aproximação de segunda ordem 

temporal. Pode-se dizer que o método das Relaxações Sussesivas aplicado ao método de 

Gauss-Seidel corresponde a um estágio do Método de Runge-Kutta, possuindo as mesmas 

caracterísitcas de convergência [DeBOO]. 

3.3 .3 Critério de Convergência 

Como a solução exata quase nunca é atingida num processo iterativo, necessita-se ter 

algum critério para terminar o processo, adotando como solução aproximada o último termo da 

seqüência calculado. Quando há convergência x<k+I) é uma aproximação melhor da solução x que 

x(k)_ Então, um critério de convergência é parar as iterações se, 

l_;.:i,j ___ ....;;i,J;..... --1 < ()' 
Wo 

(3.24) 

para 8 > O pré-estabelecido, chamado de tolerância e escolhido de acordo com a exatidão 

desejada, conforme o caso (fenômeno físico) considerado. Se o processo converge, o numerador 

em (3.24) vai a zero. O critério de parada para simulação de fluidos não-Newtonianos 

considerado foi o erro global para a pressão "p" e para simulação da convecção natural e mista 

foi considerado o erro global da temperatura "T", pois neste último caso a variação da pressão é 

muito pequena. 

É muitas vezes difícil aceitar um resultado como uma boa aproximação de x<k). Existem 

condições que garantem a convergência, independente da escolha da aproximação inicial. 

Deduz-se aqui, com base em teoremas pré-estabelecidos na literatura, tais condições: 

Seja x a solução do sistema de equações. Então, de x = Bx +c e x <k+l) = Bx (k) +c vem, 

para todo k, 

x- x<k+J) = B(x- x<k) ), (3.25) 

e também 
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x- x<k> = B(x- x<k-1> ). (3.26) 

Substituindo x - x<k) , dado por (3.26), em (3.25) resulta 

x- x <k+t) = B2 (x- x <k-t) ). (3.27) 

Continuando esse processo k vezes, chega-se a 

(3.28) 

Essa última igualdade, válida para todo k, mostra que x (k ) ~ x se: 

Teorema 3.1 - B(k) ~O com k ~ oo se e somente se [YOU71 ], 

S(B) < 1; (3.29) 

Teorema 3.2- Para qualquer norma matricial II · IIP tem-se [YOU71], 

(3.30) 

Se S(B) ~ 1' então S(Bk) ~ 1 para todo k, e admitindo o teorema 3 .2, IIB k llp 2 s(B k) 2 1 

para toda norma II·IIP . Por outro lado, se B(k) ~ O então jjB k IIP ~ O o que é impossível se 

S(Bk) 2 1. Logo (3 .30) é uma condição necessária para convergência [BUT87]. 

Se S(B) < 1, então existe uma matriz não singular "L " tal que IIBII~.. < 1 . Já que 

IIB" 11~.. ~ IIBII~.. segue que IIB k 11 ~.. ~ O , logo é evidente que Bk ~O. 

3.3.4 Estabilidade 

A solução numérica de EDP está sujeita a dois tipos de erros. Um devido à aproximação 

na discretização espacial e outro relacionado ao arredondamento e truncamento devido ao 

emprego de um computador de precisão finita [SAN98, LOM99]. Se esses erros não são 
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controlados o método numérico pode se tomar instável não conduzindo a urna solução 

fisicamente consistente. Entretanto, pode-se analisar os métodos numéricos e estabelecer 

condições de estabilidade utilizando aproximações da solução. Mas, a análise de estabilidade 

restringe-se, geralmente, a problemas simplificados os quais servem como urna indicação a 

problemas mais complexos. 

Considere a equação do calor unidimensional 

(3.31) 

Aproxima-se a solução por urna Série de Fourier da fonna [AND84] 

u" = U"e;ke 
k ' 

(3.32) 

onde i = ..J-:1, U" é a amplitude no instante n, 8 = 27! = illc é o ângulo de fase sendo À. o 
À. 

comprimento de onda. Aproximando a equação modelo por diferenças finitas centrais tem-se, 

U n+l - u" u" 2 n + n 
k k k+l - u 1: u k- 1 
~--~=a._..;.:.-'-'------':--_..:.:..._..:.... 

ôt ôx 2 

Definindo o número de difusão d = a. ô\ fica-se com 
ÔX 

Substituindo a expressão em séries de Fourier resulta 

Cancelando o fator comum obtém-se 

un+l 

Introduzindo um fator de ampliação G = -- tem-se, 
U" 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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G = 1 + 2d(cos e -1). (3.37) 

Para que o método seja estável é necessário que a solução permaneça ilimitada. Logo, o 

fator de amplificação deve ser tal que jGj ~ 1 , o que resulta em: 

1 d<
- 2 ' 

ou seja, a relação entre a discretização espacial e temporal deve ser tal que: 

(3.38) 

(3.39) 

Esse tipo de análise, chamada análise de estabilidade de Von Neumann ou de Fourier 

[AND84], permite analisar os métodos numéricos e predizer limites práticos para a discretização, 

levando em conta o valor do coeficiente de difusão a. No caso onde a parte imaginária é não

nula pode-se realizar uma análise gráfica. A figura que descreve o fator de amplificação deve 

permanecer no interior dum círculo de raio unitário. 

Analisando a estabilidade de um método explícito para a equação da onda, por outro lado, 

(3.40) 

a equação discretizada tem a forma, 

(3.41) 

onde c = a .ó.t é o chamado número de Courant. A condição de estabilidade, segundo análise de 
D.x 

Von N eumann, é 

(3.42) 

D.x 
ou seia a velocidade da onda "a" deve ser inferior à escala de velocidade computacional - . 

~· & 

Considerando agora um problema unidimensional de difusão e convecção tem-se, 
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(3.43) 

A análise de Von Neumann resulta em um par de condições de estabilidade; a primeira é 

o limite do número de difusão: d ~ 1/2. A segunda é dada por: 

~X 2 
Pe =-a-~ - . 

c a c (3.44) 

A expressão Pe =-a~ é denominada número de Peclet da célula, ou seja, um número 
c a 

que relaciona a convecção e a difusão. 

3.3 .5 Algoritmo Computacional 

O código (software) computacional foi desenvolvido no ambiente de trabalho 

UNIX/LINUX utilizando programação Formula Translator (FORTRAN 90), por ser uma 

linguagem de programação amplamente utilizada para aplicações científicas e de engenharia. 

Esta última versão permite, além de outras vantagens: 

• Operações com vetores e matrizes de maneira simples, além da possibilidade de 

índices negativos para os arrays; 

• A utilização de módulos contendo um número qualquer de subrotinas; 

• Alocação dinâmica de memória, incluindo matrizes dinâmicas; 

• Subrotinas e funções recursivas; 

• Formato livre de programação, isto é, não existe mais a necessidade de colocar o 

código a partir da sétima coluna, por exemplo. 

No que se refere aos recursos computacionais, a pesquisa foi desenvolvida junto ao 

Laboratório Integrado de Computação Científica- LICC, do Instituto de Matemática e ao Centro 

Nacional de Supercomputação da Região Sul do Brasil - CESUP/RS, ambos instalados na 

Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS. 

O referido código computacional, desenvolvido com base no algoritmo representado na 

figura Fig. 3.7, inicia o processo fazendo uma leitura (atribuição) dos parâmetros, sendo que a 



Não 

Leitura dos 

Cálculo das 
Tensões 

Cálculo das 
Velocidades 

Cálculo da 
Pressão 

Cálculo da 
Temperatura 

Condições 
de Contorno 

Sim Geração da 
Malha 

Cálculo das 
Métricas 

Condições 
Iniciais 

Fig. 3.7- Esquema do algoritmo 
desenvolvido. 
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alocação de memória das matrizes e feita dinamicamente no decorrer do processo. Num segundo 

momento avalia-se (seleciona-se) o caso estabelecido: 

• Faz-se a leitura de dados calculados previamente até a n-ésima iteração. 

• Ou, se deve primeiro gerar a malha calculando os pontos Xi j e Yij ; em seguida 

transforma-se esses pontos gerados em Çij e 1lij, ou seja, a transformação de 

coordenadas ortogonais cartesianas para coordenadas generalizadas (descrito no 

item 3.2.2) e terceiro considera-se as condições iniciais e de contorno para Uij, Vi j, Pij e 

T ij, em cada ponto. 

Segue, então, o cálculo iterativo a partir da n-ésima iteração ou primeira iteração na 

seguinte ordem, calculando em cada ponto: 

• As tensões, considerando neste estágio fluido Newtoniano (De= O ) ou não-

Newtoniano (De > O). 

• As componentes do vetor velocidade (Uij e Vij )· 

• A pressão (pij). 

• E a temperatura (Tij). 

Calculadas as propriedades físicas deve-se considerar as condições de contorno. Num 

estágio seguinte avalia-se a convergência conforme descrito na subseção 3.3.1; se convergiu 

grava-se os dados desejados e finaliza-se o processo, ou, se não convergiu, retoma-se ao cálculo 

iterativo para as componentes da tensão e velocidade, pressão e temperatura até que o critério de 

parada seja satisfeito ou a convergência desejada seja obtida. 



4. RESULTADOS 

No presente capítulo resultados bidimensionais, obtidos via simulação do escoamento 

incompressível de fluidos Newtonianos na maioria [PEDOOa] e alguns não-Newtonianos entre 

placas e cilindros, são apresentados. A fim de calibração do código (software) computacional 

desenvolvido compara-se perfis de velocidade e temperatura (isotermas) com soluções 

analíticas, dados experimentais e resultados de simulação numéricas consistentes disponíveis 

na literatura. As comparações apresentadas podem ser ilustradas na tabela abaixo. 

Tab. 4.1 -Resumo (síntese) das comparações entre resultados. 

o 
ESCOAMENTO 

Q 
SITUAÇÃO COMPARAÇÃO ....... 

~ 
.....:l 
!:.L. 

Difusividade segundo a variação do Solução analítica dada 
o 

Placas Paralelas s:: produto Pr Ec por Schlichting [SCH68] ~ 

"2 
(Couette) o 

Perfil de velocidade segundo Solução analítica dada ~ um 
Q) z gradiente de pressão adimensional por Schlichting [SCH68] 

Distribuição de temperatura para Dados experimentais de 

cilindros concêntricos com Q = 1 Hawarth [HAW64] 

lsotermas e linhas de corrente segundo Simulação numérica de 
o s:: convecção natural para cilindros com Ming-I et al. [MIN98) -~ s:: 
o 

excentricidade, com Q =O ~ 
Cilindros 

Q) 

z Linhas de corrente e isotérmas segundo Simulação numérica de 

convecção mista para cilindros Ming-I et al. [MIN98] 

concêntricos, com Q = -1 

o s:: 
Simulação numérica de -~ Isotérmas para cilindros com 

s:: 
o 

Li e Davies [Ll94] ...... excentricidade :s: 
Q) 

z 
I 

o 
~~ 
::::: 
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4.1 PLACAS PARALELAS 

Inicia-se com a análise do escoamento entre placas paralelas a fim de calibrar o código 

computacional desenvolvido, comparando as soluções obtidas numericamente com os 

resultados analíticos dados por Schlichting [SCH68]. Este caso foi escolhido pela sua 

simplicidade geométrica (Fig. 4.1) e por apresentar hipóteses simplificadoras implícitas 

(coerrentes) do fenômeno. Ou seja, é possível imaginar que exista um gradiente de pressão 

entre as extremidades das placas (saída e entrada) o qual possa provocar mudanças no sentido 

do escoamento. 

Schlichting define o seguinte sistema de equações para a distribuição de velocidades e 

temperatura num escoamento de fluido Newtoniana incompressível bidimensional 

desenvolvido com propriedades constantes entre placas paralelas. 

onde 

Ou àv 
-+ - = 0 
Ox ày ' 

[ or ar] [a 2T o2T] pCp u-+ v - =K --? +- -
2 

+ ~t$ , 
Ox ày (]x - ày 

y j 

T2 

I TI 

u 

F-
• 

.. .. 
X 

Fig. 4.1 - Esquema do plano fisico para o escoamento entre placas paralelas. 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 
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A solução analítica para o escoamento de Couette, ou seja, para o caso em que a placa 

superior desliza à velocidade constante U em relação à placa inferior estática (velocidade 

nula), separadas por uma distância h, conforme mostra a Fig. 4.1, para as condições de 

contorno 

y=O =:> u=O, y=h => u=U, 

é dada por 

u = Y u + P Y (1 - r) 
h h h , 

onde Pé o gradiente de pressão adimensional definido conforme 

h 2 dp 
P=---

2J.!U dx 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

Se for desconsiderado o gradiente de pressão obtém-se o caso particular conhecido 

como escoamento de Couette simples, ou escoamento cisalhante simples (fluido Newtoniano), 

(4.8) 

A malha computacional utilizada foi de 20 x 200 pontos como ilustrado pela Fig. 4.2, 

sem refinamento próximo às paredes em relação ao restante do domínio. Usa-se uma malha 

uniformemente refinada (espaçamentos uniformes) para que as variações da velocidade sejam 

igualmente captadas. 

Comparando os perfis de velocidade para Pr x Ec = 8, conforme ilustra a Fig 4.3, 

percebe-se boa aproximação entre estas soluções. Os dados usados para simulação são dum 

fluido Newtoniano (De= O) com Pr Ec = 1 são: Re = 300, T1 = 5, T2 = 3, U = 1, Ra = O, e 

dimensão l,Ox0,112 [PEDOOb]. 

Analisando o escoamento segundo o gradiente de pressão adimensional tem-se que 

para P> O a pressão decresce na direção do movimento e a velocidade é positiva ao longo do 

canal. Para valores negativos de P a velocidade toma-se negativa, ou seja, tem-se fluxo 

reverso conforme mostrado na Fig. 4.4 dada por Schlichting [SCH68]. 
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Os perfis de velocidade, segundo vários gradientes de pressão adimensionais P, 

obtidos numericamente é mostrado na Fig. 4.5. 

c.{ 
or----.----~---.----~---,,---~----.---~----.---~-----r---. 

o 
' ' ,..l····· ! f f 

~~--~----~--~----~--~~--~----~--~--7'~;~' ---+;~1 ____ +/~'--~ 
1 o 0.2 O.< (a) o.e I o.>/ ~~ 

....... 
I 

.. ,/ í I i 
. / f i 

r------r-<-/---~---.---;1 f Fig. 4.2-Malha computacional para placas 

paralelas (a) visão global e (b) amplia

ção da região da saída. 
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h 
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0.8 
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0.2 
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0.2 0.4 0.6 0.8 
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"--·-.. 
'~ i' _ Numérica 

'\. 
J. ~ Analítica [SCH68] 

/ 
/ 

/ 

- ----v· 

1.2 1.4 

Fig. 4.3 -Comparação do perfil de velocidade da solução analítica de Schlichting e o 
escoamento de Couette (placas paralelas) com P = 0,8. 



-0.'1 - 0.2 o 0.2 O. 't 

u 

O.ô 

.!:L 
u 

/ 

Fig. 4.4 - Escoamento de Couette entre placas paralelas [SCH68]: 
P > O, pressão decresce na direção do movimento da parede; 
P<O, pressão cresce na direção do movimento da parede; 
P =O, gradiente de pressão nulo. 
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Constata-se a interferência do gradiente de pressão previsto por Schilichting, havendo 

um fluxo reverso quando P < O. Observa-se, também, explicitamente, a influência da placa 

móvel produzindo velocidade maior para diferentes valores de P. As mesmas curvas 

apresentadas na Fig. 4.4 são citadas por Burmeister (BUR93] o qual obteve a mesma solução 

analítica (4.7) de Schlichting [SCH68]. 

y 

h 

-,-
' . I .. J 

'1 1.2 1.4 

Fig. 4.5- Soluções para o escoamento de Couette (placas paralelas) com variação do 
gradiente adimensional de pressão: -3, -2,-1, O, 1, 2, 3. 
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Uma equação diferencial ordinária (EDO) é obtida ao considerar que v= O, P =O e 

admitindo que a solução é independente de x; via expressão (4.4) obtém-se para a 

temperatura, 

(4.9) 

Considera-se que a temperatura é constante ao logo das paredes inferior e superior, 

resultando. 

y= O ~ T=To, y=h ~ T=T1. (4.10) 

Logo, a expressão para a distribuição da temperatura é obtida [SCH68], 

(4.11) 

Adicionalmente, o parâmetro adimensional, 

(4.12) 

pode ser rescrito como, 

(4.13) 

se considerar T1 - T 0 = ( t,. T) . 

Finalmente, a solução para a distribuição de temperatura conforme os números 

adimensionais de Prandtl e Eckert é escrita na forma, 

(4.14) 



62 

A distribuição de temperatura é "plotada" para vários produtos PrEc na Fig. 4.6. 

1.0 

0.8 

as 
y 

h 
0/f 

0.2 

o 
0.4 0.5 7.0 7.2 7.'t 1.6 

Fig. 4.6 - Distribuição de temperatura no escoamento de Couette para várias relações 
de Pr Ec conforme Schlichting [SCH68]. 

O gráfico da Fig. 4. 7 apresenta as soluções obtidas para vários produtos 

Pr Ec modelada pelas equações (2.76)- (2.82), pré-definidas na seção 2.5.3 deste trabalho, 

dum fluido Newtoniana (De = O) sem a presença do termo de flutuabilidade (Ra = O) em 

regime laminar (Re= 300) com temperaturas adimesionais To= 5 e T 1 = 3, dimensão 1,0 x 0,1 

(adimensional) e obtida para uma malha 20 x 60 pontos com espaçamento uniforme. 

VISIJ,\1. Çrcf2 0 1 .0 Oo.rt/1 ~915 

PrEc = 1 

o ().5 1.5 

Fig. 4.7 - Distribuição de temperatura no escoamento de Couette (placas paralelas) 
obtida para vários produtos Pr Ec. 
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Observa-se maior dificuldade para captar as curvas de Pr Ec iguais a I e 2, uma vez 

que os gradientes são menores (pressão, velocidade e temperatura); e também, possivelmente, 

devido ao fato do uso da formulação incompressível, a qual se caracteriza pelo baixo 

desempenho para obtenção do campo de pressão. Mas esta melhora para Pr Ec iguais a 4 e 8, 

conforme esperado. 

O gráfico da Fig. 4.8 compara a solução analítica (4.14) dada por Schlichting e a 

solução numérica obtida, ambas para PrEc=8. 

0 .8 

y 0.6 

h 
0.4 

0 .2 

Do 

T- T 0 

TI -To 

1 .4 1.6 

Simulação Numérica 

~ Solução Analítica 

Fig. 4.8 - Comparação da solução numérica e analítica conforme Schlichting (SCH68], 
para o escoamento de Couette com Pr Ec = 8. 

Feita a comparação de soluções entre placas paralelas, parte-se para simulações de 

situações mais complexas como o escoamento entre cilindros com e sem rotação do cilindro 

interno, dando continuidade ao processo de calibração do algoritmo computacional. 

4.2 CILINDROS 

Compara-se, aqui, os resultados obtidos para escoamentos de fluidos Newtonianos e 

não-Newtonianos entre cilindros com dados experimentais e simulações numéricas 

disponíveis na literatura. Para todos os casos analisados desconsidera-se os efeitos de bordas, 

ou seja, considera-se os cilindros axialmente longos, conforme representação na Fig 4.9. 

Admite-se, também, uma excentricidade E, dada por: 

e ( 4.15) E=--
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onde ro e ri representam os ratos dos cilindros externo e interno, respectivamente, e "e" 

representa a distância entre os centros dos cil indros. A Fig. 4.1 O mostra a região 

bidimensional analisada. 

Fig. 4.9 - Representação de cilindros concêntricos de comprimento axial tendendo ao 
infinito (Ç~oo). 

Parede do cilindro exter
no (estático): To, U= O 

y 

X 

""'~~~~~~-~ '\. Parede do cilindro inter-
··········.... _no (rotatório): T1, .Q= l ------- ....................... ·· 

Fig. 4.1 O- Representação do plano tis i co para o escoamento entre cilindros rotatórios. 

4.2.1 Fluidos Newtonianos 

A distribuição de velocidade e temperatura para o ar entre cilindros rotatórios 

concêntricos foi investigado por Taylor (1935) conforme Hawarth [HA W64]. Tendo em vista 

a comparação com estes dados experimentais, houve a necessidade do uso duma malha mais 

refinada (40x300 pontos) do que em relação aos casos da seção 4.1 (placas paralelas), com 

refinamento nas linhas limites conforme Fig. 4.12; isso porque em se tratando da distribuição 
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da temperatura o gradiente da mesma próximo às paredes é maior. Inicialmente foi utilizada 

uma malha com espaçamento uniforme, conforme mostrado pela Fig. 4.11; contudo para esta 

configuração de malha o perfil de temperatura não se mostrava coerente havendo distorções 

. . 1m ·- O I R R pnnctpa ente nas regwes entre ~ og- ~ 0,08 e 0,28 ~ log- ~ 0,3 . 
R. R. 

I I 

Fig. 4.11 - Malha computacional sem refinamento entre cilindros rotatórios concên
tricos. 

Os dados experimentais de Taylor para a distribuição de temperatura são "plotados" na 

Fig. 4.13 juntamente com os obtidos neste trabalho para Pr = 0,71 dum fluido Newtoniana 

(De= 0), Ec =O, sem a aproximação de Boussinesq (Ra = O) e em regime laminar (Re = 300); 

razão entre o raio externo e o interno igual a 2 (R 
0 
/R i = 2 ), com velocidade angular igual 

a 1 no sentido horário (Q = 1) e temperaturas adimensionais nas paredes externa e interna 6 e 

2, respectivamente. 

Próximo às paredes dos cilindros a distribuição da temperatura é difícil de ser obtida 

experimentalmente com precisão por dificuldades de medida, mas percebe-se um rápido 

aumento do gradiente perto delas [HAW64], conforme Fig. 4.13. Nota-se que o salto 

da malha, região entre - 1,25 e -1 ,27 conforme Fig. 4.12, não causa efeitos indesejáveis, 

isso, talvez devido ao fato de ser esta uma malha integralmente refinada para o domínio 

considerado. 
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Fig. 4.12- Malha computacional entre os cilindros com refinamento em regiões 
específicas. 
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0 .1 R 
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0 .2 
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• 
Simulação Num. 
Dados Experim . 

Fig. 4.13 - Comparação da distribuição de temperatura entre cilindros rotatórios 
concêntricos com os dados experimentais obtidos por Taylor (1935) 
conforme Hawarth [HA W 64]. 

As figuras 4.14 e 4.15 mostram, respectivamente, as isotermas e as linhas de corrente 

para o caso de convecção natural, com Ra= 105 e Pr=0,71 para cilindros com temperaturas 1 

(interno) e O (externo), e com excentricidade 0,8, usando o software de visualização Visual3 .1 

[JUS99]. A malha computacional usada é de 31x61 pontos igualmente espaçados. Os 

resultados aproximam-se dos apresentados por Ming-1 et ai. [MIN98]. As linhas de corrente e 

as isotermas são simétricas em relação ao eixo vertical (8 = 90°). Percebe-se também que o 
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calor dissipado tende a se distribuir por toda a cavidade uniformemente. As mesmas 

observações são válidas para cilindros sem excentricidade conforme indicam as figuras 4.16 e 

4.17. Vale salientar que numericamente é impossível usar Re = O, e matematicamente 

inconsistente; logo a alternativa foi usar valores gradativamente menores, até chegar a um 

valor considerado baixo e não proibitivo computacionalmente (que não cause divergência), 

neste caso 0,03. Isso justifica os valores elevados apresentados pelos mapas de cores das 

figuras 4.15 e 4.17, se avaliado os termos das equações onde tem-se o parâmetro de Reynolds 

como denominador para este valor. 

o 

â 
I 

-l - o.:s o 0.5 

(a) 

"l 
o 

(b) 

Fig. 4 .14- Comparaçao das isotermas: (a) presente trabalho (b) stmuJação numérica 
apresentada por Ming-1 et ai. [MIN98); Re=O, Ra= 105

. 

o 

0(.> 

o 
I 

- l -0.5 o 
(a) 

0.5 

o ... 

(b) 

Fig. 4.15- Comp~ração das linhas de ~orrente: (a) presente trabalho (b\ simulação 
numénca apresentada por Mmg-1 et ai. [MIN98]; Re=O, Ra= 10 . 
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- I - 0 .5 o 0.5 

(a) (b) 

Fig. 4.16 - Comparação das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulação 
numérica apresentada por Ming-I et ai. [MIN98]; Re= O, Ra= 105

. 

-I --1>.5 o 
(a) 

0 .5 

C> .., 

(b) 

Fig. 4.17 - Comparação das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulação 
numérica apresentada por Ming-l et ai. [MIN98]; Re=O, Ra= 105

. 

Quando o cilindro interno é colocado em movimento com velocidade angular igual a 1 

no sentido horário (Q = 1 ), R e = 3 78 e Ra = 105
, o escoamento não é mais simétrico, 

aparecendo um grande refluxo no lado direito, como mostra a Fig. 4.19. A distribuição da 

temperatura também é afetada conforme ilustrado na Fig. 4.18. Ou seja, aqui percebe-se a 

influência da força centrífuga caracterizando a convecção mista. Verifica-se que, segundo a 
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classificação de Bejan [BEJ84], o quociente de parâmetros adimensionais é 0,99, para esta 

análise. 

Ra Gr { << 
1 

-~, =-, :::::1 
Pr Re - Re-

>> 1 

o 

- l - 0.5 o 0.5 

(a) 

Convecção Forçada 

Convecção Mista 

Convecção N aturai (Livre) 

(b) 

Fig. 4.18 -Comparação das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulação numérica 
apresentada por Ming-1 et ai. [MIN98L Re= 378, Ra = 105

. 

"' o 

o 

"' ô 
I 

- ] - \).5 o 0 .5 

(a) (b) 

Fig. 4.19 - Comparação das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulação 
numérica apresentada por Ming-1 et ai. [MIN98t Re= 378, Ra= 10

5 
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Para o caso de Re = 1195, representado pelas figuras 4.20 e 4.21 houve a necessidade 

duma malha mais refinada ( 41 x 8 L pontos) afim de melhor captar as variações da temperatura 

e as linhas de corrente. O uso do parâmetro Reynolds relativamente elevado desde as 

primeiras iterações causou divergência do método computacional utilizado; logo optou-se por 

um aumento gradativo do mesmo (600, 800, 11 95) no decorrer das iterações . 

o 

<> 
ó 
I 

o 

., 
• d 

-1 - 0 .5 o 0 .5 

(a) (b) 

Fig. 4 .20- Comparação das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) si~ulação 
numérica apresentada por Ming-I et ai. [MIN98]; Re = 11 95, Ra = 1 O'. 

-1 -{).5 o 
(a) 

0.5 

C! 
o 

o 

(b) 

Fig. 4.21 - Comparação das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) sim_ulação 
numérica apresentada por Ming-T et ai. [MIN98]; Re= 11 95, Ra= 10'. 

Nota-se para estes casos (convecção natural e mista) a existência de alb>umas 

diferenças com relação aos resultados apresentados por Ming-1 et ai. [MlN98] via volumes 
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finitos, talvez devido ao fato de haver diferença entre os procedimentos utilizados. Com o 

aumento do número de Reynolds de O a 11 95, que é equivalente ao decréscimo do quociente 

R a 
PrRe 2 

de oo (convecção natural pura) a O, I, as isotermas diminuem a sua área de 

abrangência (amplitude). Isto indica que a distribuição de temperatura torna-se mais uniforme 

entre os cilindros com o aumento do número de Reynolds. 

A fim de caracterizar as diferenças entre escoamentos Newtonianos e não

Newtonianos na próxima sub-secção, simulou-se o escoamento dum fluido Newtoniana 

(De = O) com Pr = 5,625, Ec = 0,002 e De = 4,2x I o·3, entre cilindros rotatórios com 

excentricidade E = 0,64 (para reproduzir a situação indicada por [Ll94]), sem a aproximação 

de Boussinesq (Ra = O) e em regime laminar (Re = I O); razão entre o raio externo e o interno 

de 1_% (R., / R; ~ 1,0/0,6 ), com velocidade angular igual a l no sentido horário (Q = 1) e com 

as mesmas temperaturas nas paredes externa e interna de 1,367, ilustrado na Fig. 4.22, para 

uma malha de 21 x41 pontos com refinamento (veja Fig. 4.23). 

o 

i 

o 

-1 -0.5 o 0 .5 

(a) (b) 

Fig. 4.22 - Solução numenca dum fluxo Newtoniana com Pr = 5,625 e Re = 10: 
(a) isotermas e (b) linhas de corrente. 

4.2.2 Fluidos não-Newton1anos 

A distribuição de temperatura para fluidos não-Newtonianos entre cilindros rotatórios 

com excentricidade foi investigado por Li e Davies [Ll94], pelo método pseudo-espectral com 

transformação bipolar (quociente entre relações trigonométricas: senos e cossenos) para a dis-

., 
d 
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cretização espacial das equações governantes e aproximação temporal de primeira ordem para 

a pressão. 

Inicialmente utilizou-se uma malha não refinada próximo às paredes, mas devido aos 

gradientes de velocidade relativamente altos nestas regiões com o aumento da taxa de 

cislhamento [NAFOO], houve a necessidade de refmamento. A Fig. 4.23 ilustra uma das 

malhas utilizadas de 21 x 41 pontos, com refinamento próximo às paredes dos cilindros. Outro 

aspecto importante para a convergência, que merece ser salientado, sendo recomendado pelo 

Nafems - CFD Working Group [NAFOO], é o uso do campo de velocidade dum fluido 

Newtoniano como ponto de partida (primeiras iterações) para análise (simulação) de fluidos 

não-Newtonianos. 

o 

tO o 
I 

-1 -().5 o 0.5 

Fig. 4.23 - Malha computacional de 2 1 x41 pontos com refinamento próximo as 
paredes dos cilindros. 

Considere r denotando a fronteira (parede) do cilindro interno ou externo. Admite-se 

condição térmica de Dirichlet, 

em r , ( 4.15) 

e de Robbins, 

aTI = Bi (T _ T ) 
OOr H r r 

em r , (4.16) 
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onde Bi representa o número de Biot, h uma espessura característica (neste trabalho a maior 

distância entre os cilindros) e Tr a temperatura sobre a fronteira r. A condição (4.15) pode ser 

vista como um caso limite de ( 4.16) com Bi ~ oo. Noutro extremo (Bi = O) tem-se condição de 

fronteira adiabática, 

õf 
-=0 
àn 

em r. 

Considera-se as seguintes combinações: 

DI-DO 

RI-DO 

DI-RO 

õf = Bi (T _ T) 
Ôil H ri I 

T=T0 

T=T1 

õT Bi 
ôn =H(TrO- To) 

no cilindro interno rotatório, 

no cilindro externo estático, 

no cilindro interno rotatório, 

no cilindro externo estático, 

no cilindro interno rotatório, 

no cilindro externo estático. 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Compara-se com simulações apresentadas pelo artigo de Li e Davies, o resultado 

obtido para o escoamento dum fluido com Pr = 5,625, Ec = 0,002 e De = 4,2xl0"3
, entre 

cilindros rotatórios com excentricidade c= 0,64, sem a aproximação de Boussinesq (Ra =O) e 

em regime laminar (Re = 1 O); razão entre o raio externo e o intermo de 1 X 

(R
0
/R; = 1,0/0,6 ), com velocidade angular igual a 1 no sentido horário (Q = 1) e com as 

mesmas temperaturas nas paredes externa e interna de 1,367, condição DI-DO. Este resultado 

é comparado na Fig. 4.24. Devido à dificuldades de identificação do valor das isotermas 

apresentadas na literatura, "plota-se" basicamente o mesmo número de isotermas. 



o 

Oj) 

ci 
I 

i 

74 

lt 

.. .. 
~ 

~ 

.. .. 
~ 

~ 

:e 
~ 

- 1 - 0.5 o 0.5 ~ 
(a) (b) 

Fig. 4.24 - Comparação das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulação numérica 
apresentada por Li e Davies [LI94], Re= 10, De=4,2x l0"3

, Ec = 0,002 com 
condição de contomo Dl-DO, T1= T0 = 1,367, s=0,64. 

Os resultados da Fig. 4.24 e 4 .25 quando comparados com os da Fig. 4 .22 (a) 

demostram as diferenças causadas pela hipótese de fluido não-Newtoniano. 

"' ci • 

o 

~ 
I 

I 

1 • 

Fig.4.25-Linhas de corrente paraRe= 10, De=4,2xl0"3, Ec = 0,002 com condição de 
contomo Dl-DO, T,=To = 1 ,367, s = 0,64. 

Utilizando a condição de fronteira térmica (4.19) RI-DO com Bi = 1 obteve-se uma 

configuração para a solução não consistente com aquela apresentada pelo artigo; as 

temperaturas extremas obtidas superaram os limites: 1,373 a 1 ,428, apresentadas pelo artigo 

de Li e Davies. Essa incoerência talvez possa ser atribuída aos diferentes métodos de solução 

numérica utilizados ou ao fato de não estar considerando a variação da viscosidade no 
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processo neste trabalho. Mas quando da utilização dum Bi = 0,001 , condição quase adiabática, 

a solução tende a assemelhar-se à solução desejada, conforme mostra a Fig. 4.26. 

o 

"' o 
I 

i 
._._~, ~-'-'- • ,_,_._._' •-'-'~~ ' I 

- 1 -o.6 O 0.6 I 

(a) (b) 
Fig. 4.26 - Comparação das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulação numérica 

apresentada por Li e Davies [LI94], Re = 10, De = 4,2x 10"3, Ec=0,002, 
condição de contorno Rl-DO, Tr,= 1,349, To=T, = 1,367, e = 0,64 e com 
Bi = 0,001. 

O mesmo número de Biot (Bi =O,OOl) foi adotado para a condição de fronteira Dl-RO, 

conforme solução apresentada pela Fig. 4.27. Os resultados são semelhantes para baixo 

número de Biot, para a espessura "h" adotada. 

o 

10 o 
I 
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~ 

-1 -0.5 o 0 .5 ~ 
(a) (b) 

Fig. 4.27 - Comparação das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulação numérica 
apresentada por Li e Davies [Ll94], Re = 10, De = 4,2x 10·3, Ec=0,002, 
condição de contorno DI-RO, Tro = 1 ,349, To = Tr = l ,367, s = 0,64 e com 
Bi = O,OOl. 
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Fig. 4.29 - lsotermas: a = O, I, Re = 10, De = 4,2x10-3 e Ec = 0,002, com condição 
de contorno DI-DO, T1 = T0 = 1,367. 
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Fig. 4.30 - Isotermas: s = 0,5, Re = 10, De = 4,2x l0-3 e Ec = 0,002, com condição 
de contorno DI-DO, TI=To=1 ,367. 
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- J 4).5 o 0.5 

Fig. 4.31 - lsotermas: e = 0,95, Re = 10, De= 4,2x10-3 e Ec = 0,002, com condição 
de contorno DI-DO, T1=T0 = 1 ,367. 



5. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 

5.1 CONCLUSÕES 

Dada a importância do escoamento de fluidos viscosos, como já citado, em processos 

industriais e naturais, especificamente àqueles aplicados a rolamentos e engrenagens (sistemas 

hidráulicos de máquinas agrícolas, motores de automóveis, turbinas de avião, entre outros), 

envolvendo diversas ciências como a matemática, a engenharia, a reologia, entre outras; tinha

se como objetivos principais no decorrer deste trabalho: 

• Considerar modelos de relações constitutivas complementares de fluidos viscosos 

na qual a relação tensão-deformação pudesse ser aplicada tanto a fluidos 

Newtonianos como não-Newtonianos pelo uso do conceito do efeito de memória 

dum fluido em escoamento expresso pelo parâmetro adimensional de Deborah. 

• Considerar o sistema de coordenadas generalizadas tomando o algoritmo 

computacional versátil para aplicação de domínios quaisquer. 

• Empregar a aproximação de diferenças finitas estabelecendo limites para o uso 

desta técnica em escoamentos complexos em geometrias variadas. 

A validação do algoritmo computacional teve os seguintes estágios: 

• Escoamento de fluidos Newtonianos (De = O) entre placas paralelas segundo 

expressões matemáticas para um gradiente adimensinal de pressão e para a 

difusividade térmica com base no produto PrEc, conforme expressões dadas por 

Schlichting [SCH68]. 

• Cotejar diferenças e semelhanças segundo as soluções obtidas e os dados 

experimentais [HA W64] para um fluido Newtoniano entre cilindros concêntricos 

rotatórios. 
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• Comparar com soluções numéricas obtidas por Ming-I et ai. [MIN98] para o caso 

de transferência de calor por convecção natural entre cilindros com excentricidade e 

transferência de calor por convecção mista entre cilindros concêntricos rotatórios. 

• Confrontar as soluções obtidas segundo o modelo considerado, com a hipótese de 

fluido não-Newtoniana (De > 0), com as soluções de Li e Davies [LI94], obtidas 

segundo um modelo complexo e um método de solução também complexo. 

Os perfis de velocidade obtidos para vários valores do gradiente adimensional de 

pressão P demostram boa aproximação com os perfis apresentados por Schlichting. Nota-se 

que o escoamento é reverso para P<O. Já no caso de difusividade térmica segundo variações 

do produto Pr Ec houve dificuldades para achar os perfis para Pr Ec baixo, mas para produtos 

mais elevados os resultados são satisfatórios. 

A comparação com dados experimentais de fluidos Newtonianos entre cilindros 

rotatórios concêntricos mostram que os resultados numéricos apresentam coerência com o 

fenômeno fisico. A obtenção dos dados experimentais, próximo às paredes dos cilindros, 

demostra dificuldades de medida da temperatura; já o método numérico dá uma idéia do 

comportamento nestas regiões. 

Já a comparação com soluções numéricas para a convecção natural e mista para 

fluidos Newtonianos apresenta poucas diferenças, salvo aquelas simulações com Re-....+ O, onde 

as linhas de corrente apresentam diferenças entre as velocidades esperadas, pois extrapolam o 

limite da velocidade do cilindro interno. As isotermas são aceitáveis ficando entre os limites 

de temperatura do cilindro interno e externo apresentadas na literatura. 

Os resultados para fluxos não-Newtonianos mostram-se satisfatórios se forem 

admitidos números de Biot pequenos, isso como já mencionado devido à complexidade 

introduzida na aplicação das condições de contorno. Nota-se perfeitamente o efeito não

Newtoniana via aumento da taxa de cisalhamento e, consequentemente, da tensão de 

cisalhamento quando consideradas diferentes excentricidades entre os cilindros. Para esses 

casos de escoamentos não-Newtonianos houve necessidade dum refinamento mais acentuado 

próximo às paredes dos cilindros. 

A implementação do modelo genérico tanto para fluidos incompressíveis Newtonianos 

quanto não-Newtonianos para superficies móveis, especificamente placas móveis (Couette) e 

cilindros rotatórios, ou seja, equações de Navier, equação para a pressão do tipo Poisson 

e uma equação para a temperatura, os quais são modelados pelas equações 

do modelo Convected Maxwell, apresenta resultados significativos quando 
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comparados com dados experimentais, soluções analíticas e numéricas encontradas na 

literatura. 

Verifica-se que a convergência, quando do emprego da aproximação em diferenças 

finitas, torna-se morosa quando do uso de malhas em que as linhas são não suaves, como 

por exemplo para grandes excentricidades com números de pontos na direção do raio 

maior que o número destes na direção angular, principalmente para fluidos não-Newtonianos 

onde as tensões variam muito. O desempenho computacional do software desenvolvido ficou 

compreendido entre 540MFlops e 970MFlops no Cray T94 do CESUP/RS, dependendo do 

refinamento utilizado; quanto mais concentrado em determinadas regiões menor o rendimento 

em operações por segundo. 

Baseado nos resultados obtidos e sua comparação com os apresentados na literatura 

tanto em coordenadas cartesianas como generalizadas, fluxos de convecção natural e mista, 

Newtonianos e não-Newtonianos (fracamente), o presente trabalho contribui para o estudo de 

problemas encontrados na engenharia matemática, principalmente por ser uma metodologia 

simples, fornecendo resultados tão bons quanto aqueles apresentados por diferentes autores 

através de metodologias mais complexas. 

5.2 PERSPECTIVAS 

Inúmeras questões surgiram no desenvolvimento deste trabalho, especificamente 

quanto à aplicação das condições de contorno para fluxos não-Newtonianos. A complexidade 

envolvida na análise matemática deste desenvolvimento poderia conduzir à inúmeros 

trabalhos de pesquisa. 

Além disso, considerar fluxos transientes com variações de temperatura maiores que 

possibilitem estabelecer os limites do procedimento adotado neste trabalho e comparar os 

resultados com os das equações escritas na forma compressível utilizando outros métodos de 

solução e comparando-os são alguns dos problemas desafiadores. 
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" APENDICEA 

As métricas da transformação de coordenadas representam a relação entre os planos 

fisico e transformado, conforme indica a figura mencionada na seção 3 (Fig. 3.6). Os diferenciais 

em cada eixo coordenado no domínio transformado são dados pelas expressões, 

As métricas são facilmente definidas comparando as relações diferenciais (A.1 ): 

ou 

com as relações diferenciais da transfonnação inversa, 

ou 

(A. la) 

(A.lb) 

(A.2a) 

(A.2b) 

onde d T e dF são os diferenciais no domínio transformado e no domínio fisico, respectivamente. 

Obtém-se: 

dF =BdT 

s-1d F = s-1Bdr 

d T = s -1dF ~ 

Calculando B-1 resulta: 

ij 

:.A=B-1 

_1 1 - r 1 . 
B =--·B =--·adJB , 

detB detB 

onde det B e adj B representam, respectivamente, o determinante e a matriz adjunta de B. E, 



y 

---1r-----l--- 11+~11 

---1r-----l--- 11 

(a) X (b) 

Fig. 3.6- Áreas nos planos (a) físicos e (b) transformado [MAL95]. 

sendo B T a matriz transposta dos cofatores, cujos os elementos são dados por: 

~~~ =(-l)I+IIYTJ I= yTJ, 

~21 =(-1)2+11xTJI=-xTJ, 

~~2 = (-1)1+3 1Y çl = -y~, 

~22 =(-1)2+2 1x~ l =x~. 

Logo, B = TJ - - 1 ( y TJ , de forma que, -x ) 
- Yç Xç 
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(A.3) 

(A.4) 

onde "J" é o Jacobiano da transformação, uma relação entre as áreas em cada um dos espaços, ou 

Conclui-se que a relação entre as métricas são dadas por 

çx =Jy'l, 

ll y =-Jyç, 

ÇY =-Jxl], 

'll x =JXç , 

e as métricas da transformada inversa são escritas na forma, 

(A.S) 

(A.6) 
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(A.7) 

As expressões para o cálculo das métricas Çxx, Çyy, Tlxx e T}yy são definidas na seção 

seguinte. 

A.2 CÁLCULO DAS MÉTRICAS Çxx, Çyy, 11 xx, 11 yy 

Para a derivada de segunda ordem resulta, 

a~ a~ aç a~ 811 
-=--+--ax aç ax 811 ax ' 

a2\jf = a\jf a2ç + (a\j/J aç + 8\jf a2
11 + (8\j/J 811 

ax 2 aç ax 2 aç ax 811 ax 2 811 ax ' 
X X 

(A.8) 

onde, 

(A.9a) 

(A.9b) 

Substituindo (A.9a) e (A.9b) em (A.8) obtém-se, 

(A. lO) 

De forma análoga, a derivada segunda da função ~ em relação a "y" é obtida, 

(A.ll) 
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Fazendo \jl = x e \jl = y na equação (A. lO), obtém-se um sistema de equações cujas 

incógnitas são l;xx e llxx da forma: 

(A.12) 

ou seja, 

(A.13) 

Lembre que as métricas l;x e llx já são conhecidas, permitindo generalizar as expressões 

de E 1 e F I· O sistema anterior (Eq. A.13) fornece para l;xx: 

(A.l4) 

1 1 
Considerando as métricas inversas y 11 = jçx e x 11 = -JÇ>' pode-se reescrever (A.14) 

na seguinte forma, 

(A.l5) 

Resolvendo o sistema para llxx obtém-se, 

(A.l6) 

que pode ser reescrito pelas métricas inversas y ç = - ~ 11 x e x ; = ~ 11 Y, como 

(A.l7) 
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De forma semelhante, fazendo \f' igual a "x" e "y" na equação (A.l O) e resolvendo o 

sistema de equações gerado, encontra-se as seguintes expressões para Ç,yy e T\yy: 

Ç,YY = -(E2Ç,x + F2Ç,y ), 

Tl yy =-(E211x -F211J. 

(A.18) 

(A. l9) 



APÊNDICEB 

Apresenta-se, neste apêndice, a adimensionalização das equações diferenciais utilizadas 

para as simulações numéricas. 

B.l ADIMENSIONALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA 
MASSA 

A equação da Conservação da Massa (continuidade), equação (2.2) do item 2.2.1, 

Ou ôv 
-+-=0 
àx ôy ' 

toma-se adimensional ao considerar as seguintes variáveis adimensionais: 

Logo, 

X 
X = 

L' 
y 

y =
L 

u 
u = u ' 00 

v 
v = u.., 

(B.l) 

(B.2) 

que multiplicado por U oo , obtém-se a seguinte equação sem os indicadores adimensionais 
L 

(sobrescritos asteriscos), 

Ou ôv 
-+-=0. 
àx ày 

B.2 ADil\11ENSIONALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA CQMx 

(B.3) 

Considera-se a equação da Conservação da Quantidade de Movimento na direção x, 

equação (2.9) do item 2.2.2, sem a força de corpo, 

(B.4) 
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e introduz-se as variáveis adimensionais que se seguem, independentes e dependentes (as 

dependentes indicadas por asteriscos), 

• tU.., 
t =-

L ' 
X 

X = 
L ' 

o y 
y = 

L 

o u 
u =u ) 

"' 

v 
v=u ) 

"' 
o 't xy 

't' = . 
xy J.t.U ..,/L 

p 
p =l]2, 

p "' 

O procedimento de tomar adimensional a equação diferencial da CQMx, é feito 

considerando, como exemplo, quatro termos típicos da equação: 

au a(u/U.., )u.., u! au· 
at = a(U..,tJ~ =L at' ' 

L U.., 

u àu = U (~) a( u/U"' )U"' = U! u o àu' 
ax "' u.., a (x/ L)L L ax· ' 

8
2
u ô (au) o [a(uju ,o)u Q)] u Q) B

2
u • 

ay 2 = ay ay = a(y/L)L a(y/L)L = e ax·2 ' 

m,, a(~~~/LL~. ~u. m;, 
= = 

o(x/ L)L U axo · 

Seguindo-se este procedimento, a equação diferencial da CQMx pode ser escrita como 

pU! ( àuo + 8(uou ' ) + B(vou o)) =- pU! ap' + J.t.U .., (.m:x + &r:Y)· 
L ato axo ay o L ax· L2 axo ay· (B.5) 

Dividindo a equação (B.5) por p U! /L obtém-se 

au' 8(uou') + 8(v ' u ' ) =- ôp' + J.l (m:x + &r:y) 
at ' + axo ay· ax · pU..,L ax· ay· ' (B.6) 
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onde a quantidade adimensional 1-1. é o inverso do parâmetro adimensional de Reynolds. 
pU co L 

Por simplicidade, admite-se a seguinte equação admensional para CQMx sem os indicadores 

ateriscos, 

(B.7) 

B.3 ADIJvlENSIONALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA CQMyB 

Considera-se agora a equação da Conservação da Quantidade de Movimento na direção y 

com a aproximação de Boussinesq, equação (2.63) do item 2.4.2, com 'tyx igual a 'txy 

ôv + à( uv) + 8( vv) = - àp + m xy + m yy + p A(T - T )g 
Ot Ox Oy Oy Ox Oy col-' co ' 

(B.8) 

e introduz-se, além das variáveis adimensionais já citadas, a expressão adimensional para a 

temperatura, 

Então, de maneira análoga à adimensionalização da equação CQMx, obtém-se, 

Trabalhando separadamente o último termo da expressão acima, multiplicado-a por 

que pode ser escrito como: 

l 
Gr-

Re 2 
ou 

Ra 1 - --., . 
Pr Re -



94 

Finalmente, reescrevendo a equação da quantidade de movimento em y com a 

aproximação de Boussinesq, em função dos parâmetros adimensionais, esta pode ser rescrita da 

seguinte maneira, 

ôv' + 8( u' v.) + 8( v. v.) = _ 8p. + _1 ( ât :y + ât ~y J _ Ra _ 1_ T • . 
8t • àx • ôy • ôy • R e àx • ôy • Pr R e 2 

' 

que na forma simplificada (sem indicadores asteriscos), resulta 

B.4 ADUviENSIONALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA PRESSÃO 

(B.lO) 

(B.ll) 

O procedimento para obtenção da equação da pressão, equação (2. 16) do item 2.2.3, 

(B.l2) 

na forma adimensionalizada, é semelhante ao já mencionado para equação CQMx, por isso, 

simplesmente apresenta-se esta equação adimensionalizada, 

B.S ADil\1ENSIONALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA TEMPERATURA 

A equação da Temperatura, equação (2.26) do item 2.2.4, 

[õf õf õf] [ 82
T 8

2
T] 8(u-t xx) 8(u-t xy) 

pCp 8t + u àx + v ôy = K ax 2 + ôy 2 + ax.. + ay + 

8( V't xy ) 8( V1 )'Y) 
----'- + ------'-

ax ay 
(B.14) 
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será adimensionalizada considerando as mesmas variáveis adimensionais já citadas, resultando: 

e multiplicado por L a mesma pode ser rescrita como, 
pCp(Tw- T.,)U., 

( U) 

(B.15) 

Agora, multiplicando o termo (11) por ~ e o termo (111) por U"' da equação (B.IS) 
J-1. u., 

resulta, 

Finalmente, escrevendo a equação adimensionalizada da Temperatura sem os indicadores 

obtém-se, 

(B.16) 
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B.6 ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS 
COMPLE:rvfENTARES DE "UCM" 

Considerando os mesmos adimensionais citados aplicados à equação para a tensão •xx do 

modelo Convected Maxwell (2.50) do item 2.3.6, 

• +À u-·-+v--· -2- • -2-• =2••-
( 

&rx.x &rxx ÔU ÔU J ÔU 
xx ÔX ày ÔX xx ày xy r ÔX ' (B.17) 

seguindo a mesmo procedimento de adimensionalização, a mesma pode ser escrita na forma, 

).lU .., • 'I J.1U! ( • &r:X • m:x 
2

au· . 
2

au· . I 
2 

u.., au· 
---r +~~,-- u --+v --- --r - --r )= 11--L XX e ôx. ày. ôx . XX ày. xy r L ôx. . 

Multiplicando toda a expressão por ~ resulta 
).lU .., 

(B.l8) 

E considerando que U ~À = Re , obtém-se a seguinte equação adimensionalizada para a 
L-

tensão "txx 

-r +De u--+v - -· - - • - -• = -
( 

&r xx &rxx 2ÔU 2ÔU J 2ÔU 
XX ôx ày ôx XX ày X)' ôx (B.l8a) 

As equações para as tensão "txy e -ryy, obtidas de forma análoga são: 

-r + De u-- +v - -- - -r - -• = - +-
( 

&r xy &rxy ÔU ÔV ) ÔU ÔV 
xy ôx ày ày yy ôx XX ày õx' 

(B.18b) 

-r +De u--+ v - --2-• - 2-'t = 2-. 
( 

ôr yy &r)")' ôv ôv ) ôv 
yy ÔX ày ày YY ÔX xy ày 

(B.18c) 


