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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se a simulagdo de fluxos bidimensionais, laminares e
incompressiveis entre cilindros rotatérios e placas paralelas (escoamento de Couette), de
fluidos Newtonianos e ndo-Newtonianos, podendo envolver trocas de calor.

Determina-se a distribuigdo de temperatura, velocidade e pressdo resolvendo. pelo
método de diferencas finitas, baseado no processo de integrag¢do temporal de Runge-Kutta e
Relaxagdes Sucessivas, as equagdes governantes de escoamentos. O sistema de equagdes
considerado envolve as de Navier-Stokes, Maxwell, Poisson e energia, adimensionalizadas,
permitindo versatilidade na obten¢do e comparagdo entre os resultados.

Usa-se o sistema de coordenadas generalizadas por este possibilitar o emprego de
dominios quaisquer. Os resultados obtidos, a baixo custo, utilizando uma estagdo de trabalho
Silicon Graphics Origin200 (LICC) e o supercomputador CRAY T94 (CESUP/RS), com base
num algoritmo computacional eficiente (dindmico) desenvolvido na linguagem FORTRAN
90, sdo visualizados graficamente pelos aplicativos Visual3.1 e Graf2d através de linhas de
corrente, isotermas e perfis variados, aproximando-se adequadamente dos resultados

analiticos, numéricos e experimentais existentes na literatura.
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ABSTRACT

This work presents the numerical simulation of two dimensional incompressible
laminar flows between rotating cylinders and parallel plates (Couette flow) for Newtonian and
non-Newtonian fluids, with energy dissipation in the form of heat.

Temperature, velocity and pressure distributions are determined numerically, by the
finite differences explicit Runge-Kutta multistage scheme and Sucessive Relaxation. The
system of equations involves the Navier-Stokes, Maxwell model. Poisson and an energy
equation, in adimensional form, allowing versatility in order to obtain and compare the
results.

The boundary fitted coordinates system is employed, because fluids through general
forms can be analysed. Obtained results, at low costs, used the Silicon Graphics Origin200
and CRAY T94 (CESUP-UFRGS), based on an efficient algorithm writen in FORTRAN 90,
and they are displayed through streamlines, isotherms and other perfis, and showed to

compare well with analytical, numerical or experimental data found in the literature.
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1. INTRODUCAO

A matematica no decorrer da histéria do homem tem sido desafiada a criar modelos
baseados em expressdes matematicas, que representem e que contribuam para o entendimento
de situagoes reais, ligadas a fenomenos da natureza ou artificiais. Entretanto, pode-se dizer
que a complexidade para resolugdo desses modelos matematicos € diretamente proporcional a
complexidade do fendmeno modelado.

As equagdes diferenciais parciais de Navier-Stokes sdo usadas para o estudo de
escoamentos complexos de fluidos, mas ndo apresentam uma solug@o analitica completa até o
presente momento. Mas, assim como as demais ciéncias de areas exatas, humanas e naturais
do conhecimento humano, a matematica tem auxiliado o desenvolvimento de sub-dreas, entre
elas a dos métodos numeéricos.

A formulagido matemdtica de conservagao para processos naturais € para a maioria dos
processos industriais, envolvendo fendmenos ligados ao escoamento de fluidos com
transferéncia de calor e massa, ou até mesmo reagGes quimicas, consiste de equagdes
diferenciais parciais de alta ordem, ndo-lineares e ndo-homogéneas, geralmente para dominios
também complexos, sujeitos a condi¢des iniciais e de contorno variadas, que traduzem uma
situa¢do mais realistica.

A validagdo da solugdo dum fendmeno, obtida por métodos numeéricos, compreende
uma bateria de testes envolvendo comparagdes com solugdes analiticas de problemas mais
simples e consagrados pela comunidade cientifica, € de dados experimentais, estes ultimos
limitados pelo volume de recursos envolvidos na resolugdo espacial do problema [RIZ98].
Logo, a experimentagdo e as solugdes analiticas devem ser encaradas como ferramentas
auxiliares indispensaveis numa validagdo consistente de problemas resolvidos
numericamente.

Vale salientar que, do ponto de vista pratico, os modelos matematicos resolvidos
numericamente tornam-se versateis podendo ser analisados exaustivamente e rapidamente

perante vdrias simulagdes computacionais e a baixo custo. Claro, 1sso gragas ao



desenvolvimento de computadores com alta velocidade de processamento e grande
capacidade de armazenamento de dados.

Contudo, a escolha adequada das equacdes que regem determinados fenémenos é
primordial, pois de nada adianta utilizar um bom método numérico se as equagdes do modelo
matematico ndo representam com fidelidade o fendmeno fisico ou fisico-quimico [MAL95]
em questéo.

Em se tratando de processos naturais e industriais, a necessidade de fluidos viscosos é
evidente em sistemas hidraulicos de maquinas agricolas, motores de automéveis, turbinas de
avides, lentes de contato, articulagdes de membros humanos, entre outros, compreendendo
varias ciéncias de forma multidisciplinar entre a matematica, a engenharia, a reologia e areas
afins.

Aqui, a simulagdo da iteragio fluxo e superficies moveis restringe-se ao estudo das
variaveis velocidade, pressdo, temperatura e tensdo de cisalhamento de casos especificos de
fluidos viscosos; ndo se objetiva analisar possiveis problemas relacionados ao campo da
tribologia, como atrito, desgaste e/ou devido a possiveis instabilidades do sistema [YAMO90,
ROB91, MIY93]. Os fluidos viscosos considerados, quanto a relagdo tensdo—deformacao,
obedecem a leis constitutivas conhecidas para fluidos na maioria Newtonianos e ndo-
Newtonianos, tais como, a lei da viscosidade de Newton e para fluidos de Maxwell,
respectivamente.

Fluidos comuns como o ar e a 4gua tém viscosidade (n) aproximadamente constante.

Tais fluidos que se comportam de acordo com a lei

T=2p.'<§

isto €, a tensdo de cisalhamento (1) é proporcional ao gradiente de velocidade ou a taxa de

deformac¢do por cisalhamento (%{{J . sdo conhecidos como fluidos Newtonianos. Muitos
)}'

fluidos, entretanto, tém comportamento viscoso que depende diretamente da taxa em que eles
sdo cisalhados. Tais materiais sdo conhecidos como fluidos ndo-Newtonianos (veja Fig. 1.1).
Resumidamente pode-se dizer que a relagdo tensio-deformagdo néo € linear nos fluidos nao-
Newtonianos. Exemplos sdo polimeros derretidos, creme dental, produtos farmacéuticos e

alimenticios, entre outros.
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O comportamento em escoamento de fluidos ndo-Newtonianos néo pode ser descrito
precisamente pelas equagdes de Navier-Stokes; ha a necessidade de equagdes constitutivas

complementares como por exemplo a equagio de Maxwell para fluidos viscoelasticos.

'c+3\."r=21.1i—U

y

onde A representa a relaxagdo temporal € © 0 tensor tensdo extra (correcdo da tenso).

—  Fluido ndo-Newtoniano

—.-- Fluido Newtoniano

Tensdo de cisalhamento t

A
T -

Gradiente de velocidade %j—
5 d

Fig. 1.1 — Relagdo tensao-deformacao para fluidos Newtonianos e ndo-Newtonianos.

Assim, também invade-se a ciéncia chamada reologia, ja citada, cujo termo inventado
por Bingham significa o estudo da deformacdo e escoamento da matéria [BAR93]. Envolve
ciéncias como matematica, fisica, engenharia e fisico-quimica. Cita-se a reologia pois
encontra-se menos contetidos sobre fluidos ndo-Newtonianos na literatura de matematica
aplicada ou mecénica dos fluidos. A defini¢do de reologia, de forma abrangente, estuda o
comportamento da matéria incluindo extremos classicos, como elementos soélidos elasticos
Hookeanos e liquidos viscosos Newtonianos [FER91].

A breve retrospectiva histérica descrita por Barnes [BAR93] apresenta algumas datas
importantes nas quais foram estabelecidos conceitos utilizados neste trabalho, conforme

segue:



1678 — Robert Hooke (True Theory of Elasticity) afirmou: “se vocé duplicar as tensoes
vocé duplica as extensdes”. Este € o principio basico da teoria da elasticidade classica (linear).
1687 — Isaac Newton (Principia) postulou que “as resisténcias que surgem da
dificuldade de deslizamento de liquidos sdo proporcionais a velocidade”. A dificuldade de
deslizamento € o que chamamos de viscosidade. Isto € sinénimo de “fric¢do externa™ e é uma

“resisténcia ao escoamento”.

onde a constante de proporcionalidade p é chamado coeficiente de viscosidade.

1835 — Wilhelm Weber provou experimentalmente ao analisar linhas de seda que estas
ndo eram perfeitamente eldsticas. “Uma carga longitudinal”, ele escreve, “produz
imediatamente uma extensdo, que segue-se alongando com o tempo. Removendo a carga ha
imediamente uma contrag@o gradual, contraindo-se até o comprimento original”. Neste caso,
no material basicamente s6lido, o comportamento ndo pode ser descrito somente pela lei de
Hooke. Ha elementos que submetidos a um escoamento descrevem deformacgtes padrdes,
estes estdo claramente associadas a essa idéia. Mais tarde foi introduzido o termo
“viscoelasticidade™.

1867 — James Clerk Maxwell (On the dynamical theory of gases — Encyclopedia
Britannica) prop6és um modelo matematico (ja citado), para fluidos que apresentam
propriedade eléstica.

Embora Newton tenha introduzido sua idéia em 1687, esta s6 foi consagrada no século
XIX, quando Navier e Stokes, independentemente, desenvolveram uma teoria consistente,
fundando entdo o que conhecemos por liquido viscoso Newtoniano. As equagdes governantes
para tais fluidos sdo conhecidas como equagdes de Navier-Stokes [BAR93].

O estudo de fluidos nao-Newtonianos, ou seja, o entendimento de propriedades
reologicas de materiais tem contribuido para o desenvolvimento de materiais usados em
langa-chamas, liquidos detergentes, 6leos multi-estagios (pontos), adesivos autocolantes,
produtos farmacéuticos, produtos alimenticios, pesquisas médicas (os ultimos trés exemplos
pertencem ao ramo da bioreologia), fibras sintéticas e processamento de plésticos industriais.

A avaliagdo da deformagdo de fluidos ndo-Newtonianos estd relacionada a tensdo
aplicada; essa deformag@o nao linear € variavel, depende das caracteristicas moleculares do

fluido e da influéncia de caracteristicas fisicas como velocidade. tensdes (forgas), pressado e



temperatura, que o fluido esta submetido quando em escoamento. Considerando um elemento
infinitesimal de fluido a uma velocidade sob a a¢do de for¢as que produzem tensdo de
cisalhamento, tem-se a deformacdo representada por D, e diz-se que o cisalhamento
corresponde a forma como o paralelograma se deforma por uma forga que produz tensdo de
cisalhamento [STR61, HUG79, VILO0O].

Forga, I+ -

Velocidade, U

Fig. 1.2 — Representagao para deformagao de fluidos viscosos.

Fluidos com caracteristicas solidas que se deformam quando da aplicagdo duma forga
(tensdo) externa e retornam ao seu estado original quando a tensdo inicial € retirada sdo
classificados como elasticos.

Se, apos a retirada da tens@o externa o fluido continua se deformando, ndo voltando ao
seu estado inicial, este teve uma resposta viscosa a for¢a externa aplicada. Isso ocorre devido
a grande mobilidade das moléculas, mesmo para pequenas forgas externas, causando um
equilibrio de estado em que a tensdo externa resulta numa taxa de deformagdo constante.

Fluidos que apresentam propriedades viscosas e elasticas simultaneamente sdo
chamados de substéncias viscoelasticas; retornam parcialmente a sua forma original quando a
tensao aplicada € retirada.

Um mesmo material em momentos diferentes (tempos diferentes) pode apresentar uma
resposta ora elastica e/ou ora viscosa. Tal comportamento € resultado da estrutura molecular
do material. A resposta rapida ou lenta ¢ medida pelo “tempo natural” do material, pela
difusdo espontanea molecular e constitui¢do atdbmica do mesmo [TAN92, BAR93].

Materiais que apresentam um decréscimo da viscosidade n com o tempo sob uma
tensdo constante, como por exemplo a maioria das tintas, sdo chamados de tixotropicos,
aqueles que apresentam um aumento de viscosidade com o tempo sob tensdo constante sdo

chamados de reopéticos [FOX98]. Mas tais caracteristicas ndo serao abordadas aqui.



O comportamento de fluidos viscoeldsticos pode variar perante condicdes de
escoamento € de uma estrutura molecular; portanto, ndo existe uma unica rela¢do constitutiva
capaz de predizer todos os comportamentos observados em fluidos viscoeldsticos [RED94].
Entre os varios modelos que descrevem comportamentos viscoelasticos, disponiveis na

literatura, cita-se:

e O modelo de Giesekus apresentado por Beris [BER84, BERS86], o qual simula
computacionalmente o fluxo pelo método de elementos finitos em mancais (journal
bearing) para excentricidades pequenas e moderadas.

e O modelo de Herschel-Bulkey para duas dimensées/axisimétrico, dum fluxo
incompressivel, laminar e desenvolvido, com viscosidade efetiva para dutos com
expansdo e contracao, descrito por Vradis e Hammad [VRA98], os quais analisam o
método de aproximagdo por diferencas finitas.

e Fluidos modelados por Power-Law sobre uma placa plana com inje¢do/suc¢do, em
que as equagdes diferenciais parciais (EDP’s) sdo decompostas numa seqiiéncia de
equagdes diferenciais ordinarias (EDO’s) usando séries de Mark-Chao, segundo
Rao [RAO99].

e Pontrelli [PON95] resolve numericamente usando o método da colocagdo, com
fun¢des de aproximacgdo spline, o modelo de fluidos de Oldroyd-B (modelo que
considera a elasticidade e a memoria do fluido, exibido pela maioria dos polimeros
e tintas) entre dois cilindros concéntricos circulares.

e Novamente o modelo de Herschel-Bulkey agora para cilindros concéntricos
rotatérios de comprimento infinito, resolvido numericamente usando diferencas
finitas, também por Hammad e Vradis [HAM95].

e Modelo de White-Metzner para escoamentos bidimensionais, ndo isotérmicos, entre
cilindros rotatérios com excentricidade para diferentes condi¢des de contorno,
resolvido por Li e Davies [L194] pelo método pseudo-espectral com transformagédo
bipolar para discretizagdo espacial das equagdes governantes.

e Uso da derivagio contravariante convectiva aplicado a um escoamento lubrificante
de fluido viscoelastico de segunda ordem com dependéncia temporal, para duas
geometrias bidimensionais: journal bearing (mancal) e placa slinder inclinada
(movimento lateral de uma das duas superficies ndo paralelas) apresentado por

Sawyer e Tichy [SAW9S].



e O modelo de Upper-Convected Maxwell com a presenca do adimensional Deborah
usado para simular o fluxo entre cilindros concéntricos, com um dos cilindros em
movimento rotatério pelo método espectral/elementos finitos apresentado por Beris
[BER&7].

e O modelo de White-Metzner com a presenga duma segunda constante da taxa de
cisalhamento, =1/2(D;D;), conforme equagdo abaixo, descrito por Reddy e

Gartling [RED94], Crochet [CRO84] e Barnes [BAR93].
T; + A(1,)T; =2n(1,)D;
onde m representa a viscosidade.

A formulagdo matemadtica adotada no presente trabalho para fluidos viscosos,
resolvida numericamente, serd na forma adimensional com pardmetros tais como Reynolds,
Prandtl, Deborah entre outros, por permitir generalidade de comparacédo entre escoamentos
desde que a condigdo de similaridade seja satisfeita. Entende-se por similaridade quando os
pardmetros adimensionais e as varidveis sdo todas iguais, independente do tamanho da
configuracdo de escoamento.

Especificamente o pardmetro adimensional Deborah (De) refere-se ao efeito de
memoria dum fluido em escoamento. A “memoria” dum fluido refere-se, de maneira geral,
aos efeitos viscosos efou elésticos do mesmo [BAR93]; por exemplo, o grande efeito de
memoria dum 6leo lubrificante numa engrenagem (num carter de trator) comporta-se como
solido elastico mesmo sofrendo rapidos processos de deformagdo (viscosidade e tensdes, por
exemplo) devido a variagdes de velocidade. Vale salientar que para processos com baixo
nimero de De a influéncia da “memoria do fluido” no processo de escoamento pode ser
negligenciada, sendo possivel usar um modelo para fluido Newtoniano.

Os modelos considerados aqui compreendem um conjunto de equagdes de Navier com
as relagdes constitutivas complementares, as quais séo resolvidas de forma segregada. Faz-se
as seguintes hipoteses:

e Escoamento incompressivel;

e Bidimensional;

e Naio isotérmico.

Portanto, o sistema de equagdes compreende um conjunto de 4 equagdes, das quais 2

do tipo Navier para as velocidades “u” e “v”, 1 para a pressao do tipo Poisson, obtida a partir



das equacdes para as velocidades e 1 para a temperatura obtida da 1? lei da termodinamica.
Além dessas, utiliza-se 3 equagbes complementares para as tensdes normais Tyx € Tyy € a
tensdo tangencial Tyy. Essas ultimas caracterizam o tipo de fluido viscoso utilizado pela
presen¢a do nimero adimensional de Deborah.

Resolve-se numericamente estas 7 equagdes de forma segregada utilizando os métodos
de Runge-Kutta de 3 estagios para as velocidades e a temperatura, Relaxag¢es Sucessivas
para a pressdo, e¢ para as tensdes resolve-se de forma direta pelo uso da sua expressdo
matematica (defini¢ao).

A aproximagdo das derivadas destas equagdes € por diferengas-finitas, a qual baseia-se
na expansao em séries de Taylor em pontos discretos do dominio computacional. Como
considerar um numero infinito de termos € impraticavel computacionalmente [WEN96],
faz-se necessario truncar a série. Esta técnica de aproximag¢ido vem sendo usada desde a
década de 60 [ROA71], para varios tipos de escoamento. Entretanto, requer cuidado especial
no que se refere a distincia entre os pontos (tamanho das células); aconselha-se usar
Ax x Ay =1, com tolerancia de +20% [DeB00].

Quanto a estrutura do trabalho, no capitulo 2 define-se as equacgdes governantes,
constituindo-se num conjunto de expressdes matematicas ¢ relagdes constitutivas
complementares, estas ultimas caracterizam o tipo de fluido, com base na hipétese do
continuum, para escoamentos de fluidos viscosos e com hipdteses simplificadoras
(incompressivel, bidimensional e n@do-isotérmico). Discute-se também a importancia de
apresenta-las na forma adimensional.

No capitulo 3, descreve-se o método de aproximacado de diferencas finitas, a obtenc¢do
da malha computacional, o sistema de coordenadas generalizadas e os métodos de solugédo de
Runge-Kutta e Relaxa¢Ges Sucessivas, bem como a convergéncia € a estabilidade destes
métodos. Apresenta-se, também, uma descri¢@o do algoritmo computacional desenvolvido.

Os resultados das simula¢des de fluidos viscosos (Newtonianos e ndo-Newtonianos),
sdo apresentados no capitulo 4 na forma de isotermas, perfis variados e linhas de corrente,
para os casos de escoamentos entre placas paralelas (Couette) e cilindros. Entre os cilindros
admite-se uma excentricidade (deslocamento em relagd@o aos centros dos cilindros) e rotag@o
do interno, em alguns escoamentos.

Finalmente, no capitulo 5 apresenta-se a avaliagao da técnica utilizada com base nos

objetivos pré-estabelecidos e perspectivas de trabalhos futuros.



2. MODELOS MATEMATICOS

2.1 INTRODUCAO

As equagdes governantes em Mecanica dos Fluidos consistem de um conjunto bésico e
relagdes constitutivas complementares. Num escoamento isotérmico o conjunto compreende a
equacdo da continuidade, provinda do principio da conservagdo da massa e a equacdo da
quantidade de movimento, a qual surge da aplicagdo da 2* Lei de Newton a um elemento
infinitesimal (ou principio do balango da quantidade de movimento ou forgas).

Considerando que este conjunto de equagdes seja 0 mesmo para todos os materiais, as
relagdes constitutivas complementares em geral variam de um material (ndo) Newtoniano a outro
(e, possivelmente, dum tipo de escoamento a outro). Neste ponto destinguem-se a Mecéanica dos
Fluidos ndo-Newtoniana da Mecénica dos Fluidos Classica, onde o uso da lei da viscosidade de
Newton resulta as equagdes de Navier-Stokes que sdo validas para fluidos viscosos Newtonianos

(ar e agua).

2.2 CONJUNTO DE EQUACOES

As situagdes de escoamentos consideradas neste trabalho, tanto para fluidos viscosos na
maioria Newtonianos (convecgdo natural e mista) e nao-Newtonianos, referem-se a fluidos
incompressiveis modelados em duas dimensdes. O interesse principal € estabelecer o
comportamento do escoamento conforme andlise das propriedades fisicas pressdo, velocidade e
temperatura. Para tanto, ha necessidade de trabalhar com um conjunto de 4 equagdes acopladas
de forma segregada, ou seja, 2 equagdes para as velocidades “u” e “v”, uma para a pressao e
outra para a temperatura. Nesta se¢do deduz-se matematicamente tais equacdes com base em

principios fisicos.
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2.2.1 Equagdo da Continuidade

Sabe-se que a matéria consiste de moléculas, atomos e ions em constante movimento.
Mas, descrever ou simular o comportamento de cada molécula em determinado instante de
tempo, do ponto de vista pratico, ¢ quase impossivel e geralmente desnecessario, porque o
interesse € o entendimento dos efeitos macroscopicos do movimento molecular tais como
velocidade, pressao e/ou temperatura, ou seja, dum grande niimero de moléculas.

Adota-se, neste ponto, uma aproximag¢do macroscopica baseada no conceito de
continuum. Admite-se que a distdncia entre as particulas fluidas (livre caminho médio) seja
muito pequena, menor do que qualquer dimensao fisica do problema ao qual estamos aplicando
os principios da mecdnica dos fluidos. Por exemplo, o livre caminho médio das particulas do
fluido que escoa entre dois cilindros é muito menor que a diferenga entre os raios dos cilindros.
Desta forma, admite-se que qualquer volume de fluido possa ser continuamente subdividido em
volumes cada vez menores, mantendo a caracteristica continua do mesmo [HUG79].

A equagdo da continuidade pode ser obtida considerando um volume infinitesimal de

fluido fixo no espago (veja Fig. 2.1).

[pv + opv) dy]dx
oy
. : o(pu
pudy —3pt . [pu + -%;—)dx]dy

Vv E-----n-----n--nu--n-E

r s
dy > U

dx pvdx

Fig. 2.1 — Conservagio da massa num elemento infinitesimal bidimensional.

Para que haja conservagio da massa (devido ao escoamento em cada face do volume) a
taxa de variagdo de massa no interior do volume de controle deve compensar o fluxo liquido
através das superficies de controle. Dessa forma, a conservagdo expressa na forma vetorial €

dada por:
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Para um fluido incompressivel a massa especifica p € aproximadamente constante, assim

obtém-se a equagdo da continuidade:

V.-v=0. (2.2)

2.2.2 Equagdo da Quantidade de Movimento

A equacdo da quantidade de movimento pode ser obtida/deduzida ao aplicar o balango a

um elemento infinitesimal de fluido, a 2* Lei de Newton (Fig. 2.2):

F=ma. (2.3)
sesesserssanasananes .
Pd}"+i .'(— (p = dx]dy
(a)
ot,,
T,, +——dy [dx
)
S e
* E-.I IIIIIIIIIIIIIIII ~: *
Tody o i D= (zxx +%dx}dy
= P ox
*‘ "sasunennm sEEEEEEsEEEN E _*-
e
1‘: TyydX
dy > u (b)
dx

Fig. 2.2 — Forgas associadas a um elemento infinitesimal de fluido que agem na dire¢ao X,
devido a (a) pressdo e a (b) tensdo.
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A 2* Lei de Newton, na sua forma mais geral, pode ser vista como uma equagio da
conservagao da quantidade de movimento (ou momentum), sendo a forca resultante igual a taxa
de variagao de quantidade de movimento. Considera-se um elemento infinitesimal bidimensional
que se desloca com o escoamento, como ilustra a Fig. 2.2.

Analisa-se as componentes de forca que agem neste elemento em cada diregdo. Dentre os
tipos de forga distinguem-se duas delas:

e Forgas de Corpo (ou Campo): Séo forgas (f; € f,) que agem diretamente sobre a massa

ou volume de fluido a distancia [SHA73, SHI90]. Exemplos: campo gravitacional e
aplicagdo dum potencial eletromagnético (magnetohidrodinamica).

e Forgas de Superficie: Sdo forcas que agem diretamente por contato com o elemento de
fluido através das faces do volume de controle. Pode-se distinguir componentes
normais as faces (como pressdo “p” e as tensdes normais Tyx € Tyy) € as tangen-
ciais (Tyx € Txy) [WEN96].

Executando um balanco de forcas na direcdo x, obtém-se

[ op J [ Ot ]
EF =lp=|p+—dx [[dy+|| .. + dx [—t.. [dy+
x _p [p a y XX a XX y

2 (2.4)
_[Tx}, - a}’:y dy] e iidx + f,dxdy
que resulta em,
op Oty , Oty :
F =|—-——+—*+——|dxdy + f,dxdy. 2.5
2.F, { R e y + f,dxdy (2.5)

A massa do elemento de fluido nesta face é dada por pdxdy (considera-se dz=1); logo a
aplicacdo da 2° lei de Newton na dire¢do X, para um elemento de fluido em movimento com o

fluxo é representado por

Du

2.6
Dt~ e

ot
ox  0x oy '

resultando,

59
p%{"-:[—gi—+%+—“—}+fx. @.7)



13

De maneira aniloga obtém-se a equagdo na dire¢@o y

Dv_[_ &, O o,
P —|: 3x+ . + & }+fy. (2.8)

Substituindo a relagdo para a derivada total (ou substantiva) obtém-se as expressoes (2.9)

e (2.10) para um fluido incompressivel,

pPu”' F acm]z”ﬁg Zep 2y, 2.9)

ot ox By o ax | oy
p{@Jr ) a(w)}_g_;i+£ or,,

ot ox By ax +T+f*"

(2.10)

As tensdes no fluido sao modeladas conforme o material (fluido), isto €, as relagbes
constitutivas complementares que variam dum material a outro. Para fluidos em que a relagdo
tensdo-deformagdo € linear (Newtonianos) faz-se a hipétese de Stokes e para fluidos cuja
deformag@o néo € linear (ndo-Newtonianos) faz-se hipoteses de acordo com as caracteristicas do
material considerado. Essas equagGes serdo apresentadas e discutidas na se¢do 2.3, enquanto a

obteng¢do da equagdo de Poisson para a pressdo € apresentada no que segue.

2.2.3 Equacéo da Pressdo

Descreve-se, aqui, um procedimento para obten¢do da equag@o para a pressao do tipo
Poisson a partir das equagdes de conservagdo da quantidade de movimento. Vale salientar que
este procedimento serve para escoamentos incompressiveis (a baixa velocidade). pois no caso
compressivel € necessario que tanto a massa especifica como a velocidade sejam mantidas ativas
(correlacionadas) na equago da pressdo [MAL95], mas isto foge do objetivo do trabalho.

Considera-se as equa¢des da quantidade de movimento (2.9) e (2.10), sem as forcas de

corpo, ou seja,

p|:§l_.1 £ a(UU) £ a(\’U) e, __@ + a‘rxx " atxy i (21 1)
& ox | oy | ox x| oy
at T oy | oy x| oy
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Derivando a primeira (Eq. 2.11) em relag@o a x e a segunda (Eq. 2.12) em relacdo a Y,

resulta
[ o%u  9*(wu)  8%(wu) d’p ©o*t, 0’1,
P + -+ =——+ - =, (2.13)
| dtox  ox oxoy ox ox’ Oxdy
o2 2 2 2 - 2
al ¥, 00 Oim) B0, Oy Ty (2.14)
| Otdy  Ox0dy dy’ ay* oxoy oy’
e adicionando as equagdes (2.13) e (2.14), obtém-se
2 2 2 2 2
854_65: a(t;u)+26(uv)+6(\’rv)
ox® oy ox Ox0y oy~
(2.15)

x, . B%, %, &%, a(da b&v
+ e + +—2 +p— | —+—
ox>  oxdy  oxdy = oy atlox oy

que pode ser reescrita admitindo (% + a = D] , obtendo-se a equagdo para a pressdo do tipo

Poisson para escoamento de fluidos incompressiveis

az(‘,‘“)+z
ox? oxay oy’

dD
+p—.(2.16
Pat( )

) B, Oty , Tty Oty Oy
o' axdy  oxdy oy’

V2p=p[

Resta agora obter a equacao para a temperatura visando considerar modestas variacoes da
mesma. Salienta-se que variagdes muito grandes da temperatura implicariam em

compressibilidade do fluido [BEJ84, INC92].

2.2.4 Equagédo da Temperatura

Define-se, nesta seccdo, a equacdo da temperatura a partir da conservacdo da energia.

Esta pode ser obtida segundo o balanco expresso pela 1? lei da Termodinamica:

AE=Q+W, (2.17)



onde AE € a taxa de variacdo da energia, Q o fluxo de calor e W o trabalho realizado pelas forgas

externas (de corpo e de superficie)
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Fig. 2.3 — 1* Lei da Termodinamica aplicada a um elemento infinitesimal bidimensional:
(a) tensdo, (b) pressao e (¢) fluxo de calor.

O trabalho (na direcdo x e y) realizado por unidade de volume, ao admitir pressao

absoluta, é dado pela seguinte expressao
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(2.18)

Wz{_p%+ a(z;“) 5 a(l;;)H p%+ 6(:;;“) acgn.)}_

O fluxo de calor gerado, por unidade de volume, deve-se a duas parcelas: uma associada
ao elemento material (por exemplo: radiagdo ou reagdo quimica) e outra devido a condugéo

através da superficie,

oo {2 3(3)

A taxa de energia acumulada no elemento infinitesimal, por unidade de volume, é

D(e)
AE = 2.20
P D (2.20)
Logo, a equagdo da energia escrita na forma vetorial € dada por
s D) o T ST Dl VT (2.21)

Dt

Da difusdo termodinamica da entalpia [h =e+ (l)p] , variagdo em relagdo ao tempo “t”,
p

tem-se que

Dh_De 1Dp p Dp (2.22)

Dt Dt pDt p*> Dt

Substituindo (2.22) em (2.21) resulta

et 2P V.94V (- D) +pq+ V- (xVT),

ou ainda,
%=~E(Dp pV.- v]+?§+v (V-0 +pq+ V- (xVT).
t
Mas, pelo principio da conservagdo da massa dada pela equagdo da continuidade,
Eq. (2.1), obtém-se

Dh _Dp
th Dt

(2]
R
L8]
—

B 1:)+pq+V (kVT). (2.
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Considera-se ainda a relagéo de estado apresentada por Bejan [BEJ95]
1
dh=CpdT +—(1-BT)dp, (2.24)
P

onde Cp € o calor especifico a pressdo constante e B é o coeficiente de expansdo térmica. Ao

derivar a mesma em relagdo ao tempo e substituindo em (2.23), obtém-se

DF T o e i oo i o Dp
oL NS W . ol P T
p th B V- +pq+V-xVT)-(1-BT) ot
pCp%:B%+€’-(G—?)+pQ+V_7-(K'G’T). (2.25)

Considera-se, neste trabalho, fluidos com condutividade constante k, sem geracdo interna

de calor (q=0) e incompressiveis (negligencia-se os efeitos de compressibilidade B Dp/Dt).

Logo, a equagio da energia na forma da temperatura fica:
pcp%q\??ﬂ@-(v-%y (2.26)

Salienta-se que para os casos de lubrificantes e fluidos muito viscosos deve-se considerar

o calor interno gerado devido a dissipagdo viscosa V- (¥-T). Um estudo do comportamento de
fluidos ndo-Newtonianos e das possiveis relagdes constitutivas complementares, para o calculo
das tensdes presentes nas expressdes (2.9), (2.10), (2.16) e (2.26), sdo apresentadas na proxima

sec¢do.

2.3 RELACOES CONSTITUTIVAS COMPLEMENTARES

Em se tratando de escoamentos de fluidos viscosos incompressiveis, como ja
mencionado, sdo necessarias relagdes constitutivas complementares que melhor descrevam os
fluxos considerados. Nesta secdo estabelece-se modelos para fluidos Newtonianos, pelo uso da
lei da viscosidade de Newton e para fluidos ndo-Newtonianos, segundo a lei da mecénica de
Ostwald de Waele, modelos de Bingham, de Herschet-Bulkley, modelo de Maxwell, Upper-

Convected Maxwell, entre outros.
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2.3.1 Fluidos Newtonianos

O comportamento de fluidos Newtonianos caracteriza-se por uma direta proporciona-
lidade entre tensdo e taxa de cisalhamento (deformacdo). Assumindo que x € a dire¢do do

escoamento, y a variagao da velocidade e z a diregdo neutra; tem-se

u=u(y),
v=w=0.

A medida do estado dindmico local da deformacgéo, ou seja, tensor tensdo € dado por
T=1 (2.27)

e a medida do estado cinematico local € a taxa de cisalhamento (movimento duma camada

material relativa as camadas adjacentes paralelas) conforme

_du

.. 228
L dy (2.28)

onde 1, representa a componente da tensdo de cisalhamento na dire¢do x sobre a superficie

normal y. Durante o escoamento de um fluido Newtoniano tem-se a seguinte relagdo

T=HY, (2.29)

sendo p a viscosidade Newtoniana a temperatura e presssdo constantes. Esta equacdo é

conhecida como lei de Newton para a viscosidade.

1

tgb=p

—»
Y

Fig. 2.4 — Relagdo tensdo-deformagdo segundo a Lei da Newton para a viscosidade.
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2.3.2 Comportamento de Fluidos ndo-Newtonianos

Distingue-se duas categorias de fluidos ndo-Newtonianos. A primeira descreve fluidos

sem o chamado ganho de tensdo e a segunda descreve aqueles que exibem ganho de tensdo

[FER91]. “Ganho de tensao” é uma tensdo de cisalhamento limite em que o material (fluido)

inicia o escoamento.

As propriedades viscosas dos fluidos sem ganho de tensdo sdo descritas por curvas do

tipo (a) - (¢):

Curva (a): curva do escoamento de fluidos Newtonianos, para o qual hd uma direta

(d)

(el

te)

2]
=

{a)

(b)

“Ganho de Tensdo”
.

Y
Fig. 2.5 — Comportamento de fluidos.

proporcionalidade entre a tensdo e a taxa de

cisalhamento.

Curva (b): caracteriza fluidos na qual a tensdo
aumenta pouco em relagdo a taxa de
cisalhamento. Tais fluidos sdo chamados de
shear thinning. Por razdes histéricas sdo
de fluidos

também chamados dilatantes

[FER91].

Curva (c): caracteriza fluidos onde a tensdo
aumenta mais que a taxa de cisalhamento.
Tais fluidos sdo chamados de shear
thickening. Tradicionalmente, fluidos desta

categoria sdo descritos como pseudoplasticos.

Quando as propriedades viscosas do fluido produzem tensdo, fluidos viscoplasticos, sdo

descritos pelas curvas (d) — (f):

Curva (d): fluidos com estas propriedades viscosas podem ser chamados de plasticos de

Bingham ou ideais. Estes podem suportar certa intensidade de cisalhamento sem

deformacio; apds deformam-se proporcionalmente a tenséo de cisalhamento.

Curvas (e) e (f): descrevem materiais que produzem tensdes € 0 escoamento € ndo linear.

Eles sdo chamados de fluidos viscoplésticos néo lineares (ou ndo Bingham).
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O modelo matematico das curvas do tipo (a) — (c) é definido pela lei da mecanica de

Ostwald de Waele, ou também conhecida por Power Law [FER91].

1=K7", (2.30)

onde “K” e “n” sdo pardmetros reologicos do modelo, fornecendo para:

n<l : curva (b), pseudoplasticos
n=1 : curva(a), newtoniano
n>1 : curva(c), dilatantes

A curva do tipo (d) € descrita pelo modelo de Bingham conforme

T=T, +'r]p'j!n, (2.31)

onde a produg@o (ganho) de tensdo Ty e a viscosidade plastica 1, sdo os parametros reolégicos do
modelo.
Finalmente, os escoamentos caracteristicos as curvas ndo lineares de fluidos

viscoplasticos (e) e (f) sdo descritos pelo modelo de Herschet-Bulkley [FER91]

=1, +Ky" (2.32)

com trés parametros reologicos: Ty, K e n.
Ha varios modelos que descrevem as propriedades viscosas de fluidos nao-Newtonianos.
De acordo com opinides [FER91], entretanto, os modelos apresentados acima sdo mais simples,

sendo usados em aplicagdes pela sua eficiéncia.

2.3.3 Modelos Mecanicos

Pode-se escrever de forma simples o comportamento do material viscoelastico durante o
escoamento usando os chamados modelos mecénicos. Tais modelos sd@o construidos combinando
elementos que representam o comportamento reolégico ideal: uma deformag¢ido Hookeana

elastica e um escoamento Newtoniano viscoso.
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al bl

(amortecedor)

Fig. 2.6 — Modelos mecanicos do comportamento ideal reolégico
(a) elemeno Hookeano, (b) elemento Newtoneano.

O elemento Hookeano ¢é ilustrado como uma mola em que a forca (representando a

tens@o) € proporcional a extensdo (representando o cisalhamento)

‘rs =G5'Y53 (2.33)

onde G; é o modulo de elasticidade. O elemento Newtoniano € ilustrado como um amortecedor
(dashpor) consistindo de um cilindro mergulhado num fluido viscoso. Em tal elemento a forga é

proporcional a taxa de extensdo (representando a taxa de cisalhamento):

dy -
Ty =21, d—td . (2.34)

onde ng4 € o coeficiente de viscosidade.
O comportamento de materiais viscoelasticos pode ser descrito combinando os elementos

Hookeanos e Newtonianos em série ou em paralelo, como o modelo de Maxwell.

2.3.4 Modelo de Maxwell

O Modelo de Maxwell consiste dos elementos Hookeanos ¢ Newtonianos combinados em
série. Para tal modelo a tensdo de cisalhamento € igual para ambos os elementos e a deformagéo

relativa (referente ao comprimento) € a soma das deformacdes relativas de ambos os elementos:
T, =T,=1, (2.35)

RS R (2.36)
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Diferenciando a equagdo (2.36) em relagdo ao tempo, tem-se

dy, dy, dy
dv, dvg _dv 23
dt  dt dt 2ol

Fig. 2.7 — Modelo de Maxwell.

Diferenciando a equagdo (2.33) em relagdo ao tempo e utilizando a equacgdo (2.34),

podemos rescrever a equacao (2.37) da forma

1 d1:5+ T, _dy

G, dt 2n, dt

5

(2.38)

Com base na equacdo (2.35). a equagdo (2.38) também pode ser escrita como

L8, T S 2.39)
G, dt  2n, dt

ou multiplicando ambos os lados da equagéo (2.39) por 2ng4 resulta

—S—tT=2n,—. (2.40)

A razdo 2n4/Gs tem a dimens3o do tempo. Usando para um material viscoelastico real os

seguintes simbolos:

2n, dt dy .
:l, =1k = g =y
G M= 5 at

s




a equacdo de Maxwell ¢ obtida:

At+T=2n7. (2.41)

De acordo com a equagdo (2.41) a tensdo t depende da taxa de cisalhamento. Assim, o
modelo de Maxwell ilustra o comportamento reolégico de fluidos viscoelasticos. A tensdo extra

constante (quando T =0) na equagéo (2.41) reduz-se a T=2ny, isto &, a relagdo para um fluido

Newtoniano. Para duas dimensdes tem-se y = D= % [@ﬁ - (@ﬁ)T] A

2.3.5 Relaxacdo para um Fluido de Maxwell

Considerando um fluido que segue o modelo de Maxwell sob cisalhamento e assumindo
que =0 num dado instante t=0, observa-se que ocorre variagdes nas tensdes no decorrer do

tempo. Para ¥ =0, a equacdo (2.41) tem a forma
At+1=0. (2.42)

Separando as variaveis e integrando, com a condig@o inicial t=1p em t = 0, tem-se

o - det

1] T ?\’ 0 ,
isto é,

In— = —l,

A
ou ainda
t
T=1T, exp(— -7:] a (2.43)

Segue da equagdo (2.43) que a tensdo decai a opem t = 0, e tende a 0 para t - . O
tempo A caracteriza a velocidade de decréscimo da tensdo e, portanto, € chamado de “tempo de

relaxacdo”.
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2.3.6 Variacdes do Modelo de Maxwell

O comportamento de fluidos viscoelasticos pode variar dependendo das condigdes de
escoamento, isto €, ndo existe uma Unica relagdo constitutiva capaz de descrever (predizer) todos
os comportamentos observados em fluidos viscoeléasticos [RED94]. Os modelos enfatizados aqui
sdo da forma diferencial; relatam a tensao e a taxa de cisalhamento para escoamentos.

RelagcGes constitutivas simples podem ser obtidas para representar os comportamentos

upper convected (maior taxa de cisalhamento) e lower convected (menor taxa de cisalhamento),
conforme Reddy e Gartling [RED94] para modelos de Maxwell t; + At; =2n,D;, segundo as

seguintes expressoes para tensao extra:
Upper Convected Maxwell (UCM)

i ot; Ou, ou,
Ty =— N, — ——Ep, ——E. 2.44
ij 6‘t k axk axi ki axj ki ( )
Lower Convected Maxwell (LCM)
" ot  du du
T =—t U, —F—T, +—T,.. 2.45
1 6‘t k axk axi kj axj ki ( )

A expressdo para a forma correlacional [OLD58, BIR77, CRO84, BAR93] € dada por

Ty = [1 = %J:Ekj + [%)?ki > (2.46)

que nada mais € que uma equagdo que pondera a caracteristica upper ou lower descritos
anteriormente.

Obtém-se para:

a=0 arelagdo de Upper Convected,
a=2 arelacdo de Lower Convected,

a=1 arelacdo de correlacional (corotational).

O modelo UCM ¢ fregiientemente usado em simulacGes numéricas como exemplo por

Crochet [CRO84], Beris [BER86, BER87], Li e Davies [L194] e Tichy [TIC96]; ja a forma



correlacional de fluidos de Maxwell apresenta componentes fisicamente inconsistentes e nao é
geralmente usada [RED94]. A relagdo (2.46) na sua forma mais geral produz o modelo de
Johnson-Segalman [TAN92, CRO84]

T, + A%, =2n,D;. (2.47)

O modelo acima pode ser levemente modificado ao incluir um coeficiente para tj;,

resultando o modelo de Phan Thien-Tanner [TAN92]

Y(1)t, + A, =2n,D;, (2.48)

onde Y(t)=1+ _g& tr(t) e “c” € uma constante reoldgica.
0

Os modelos Johnson-Segalman e Phan Thien-Tanner possuem um defeito comum em
que, para um aumento monotonico da taxa de cisalhamento, surge uma regido de decréscimo da
tensdo de cisalhamento, o que é fisicamente inconsistente [RED94].

Existem outros modelos de relagdes constitutivas além dos apresentados, sendo usados
para trabalhos computacionais, entre eles o modelo de White-Metzner o qual também €
freqiientemente usado em simulagdes. Os modelos aqui apresentados s@o generalizagdes simples
dos modelos de viscoelasticidade linear; entretanto, modelos mais complexos que fazem
analogias de leis mecanicas e argumentagdes heuristicas, ou que usam mecanismos estatisticos
ideais e modelos conceituais de microstruturas para fluidos viscoelasticos sao também usados
por pesquisadores [TAN92]. Neste trabalho simula-se computacionalmente para algumas

situagdes o modelo Convected Maxwell apresentado por [TIC96]:

ot ov. |’ ov. N By,
T, + MV, — =T —=| —Tiwg —— =M —+—|. (2.49)
" ox,, ox., ox ox; Ox;
ou:
ot ot ou du ou
A 2 py—=-_2—1 -2—1 |=2p—, (2.50)
T”["@x"ay ox ay-] e
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T, +A u&"" +vat“ 2, F =H 9 00 g (2.51)
” ox oy oy 7 x Oy 0Ox
ot ot
T +2~[u—“’+v——"-‘i—2@¢W —2@1“,]—2“@. (2.52)
oy Oy ox Oy

Visando um melhor entendimento dos processos de transferéncia de calor tem-se, na

proxima secdo, um estudo dos fenomenos ligados a esse tépico.

2.4 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCAO

A transferéncia de calor por convec¢io em ambientes fechados [KEL0OO] € um topico de
importancia contemporinea na engenharia e sistemas geofisicos. Neste trabalho objetiva-se
considerar o fendmeno de convecgao natural e mista para fluidos Newtonianos visando calibrar o
codigo computacional para a transferéncia de calor no caso de cilindros excéntricos e “parados”,
ou seja, velocidade angular igual a zero, caracterizando um problema de convecgio natural, e
para a situacdo onde o cilindro interno estd em movimento, caracterizando um processo de
convecgao mista.

Nas proximas se¢oes discute-se a transferéncia de calor por convecgdo, a aproximagao de

Boussinesq e o modelo matematico para o caso de convecgdo combinada (mista).

2.4.1 Notacgoes

O calor, que nada mais € que energia térmica dissipada (em transito), pode ser transferido
por condugdo, convecgdo e radiagdo. Na transferéncia de calor por conducdo a energia passa de
molécula para molécula principalmente sem que elas sejam deslocadas. O processo de
transmissdo de energia por radiagdo ndo precisa de um meio material s6lido para se propagar; a
energia radiante € transmitida através de ondas eletromagnéticas [INC92]. A propagacdo de calor
nos liquidos ou gases ocorre por efeito de camadas aquecidas ou correntes de convecgao.

O estudo de fendmenos relacionados a convecgao € classificado da seguinte forma:
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a) Convecgdo Natural (ou livre): a causa do movimento € a ag@o da gravidade no fluido
de massa especifica e temperatura variaveis. A velocidade do fluido é pequena
caracterizando um fluxo de caréter eliptico. Nesta categoria o escoamento pode ser
laminar ou turbulento, dependendo das circunsténcias. Exemplos de aplicaces sio o

fluxo em chaminés, radiadores, entre outros.

b) Convecgdo Forgada: aqui a causa do movimento é uma agio externa. A velocidade é
geralmente dominante, isto €, possui caracter parabélico. A aplicagdo em industrias
onde tem-se fluxo de calor turbulento € freqiiente, como por exemplo em processos

de resfriamento de liquidos refrigerantes.

c) Convecgdo Mista (ou combinada): nesta categoria ocorre o processo de transferéncia
de calor por convecgdo natural e forgcada, na qual pardmetros adimensionais como
Grashof e Reynolds indicam a tendéncia do escoamento ocorrer via convecgio natural
ou forgada. A convecg¢do mista na verdade € uma caracteristica da maioria dos
fendmenos que envolvem energia dissipada, sejam eles fendmenos da natureza ou

artificiais.

A tabela seguinte apresenta, de forma simplificada, as diferengas entre os tipos de

convecgdo. Segue-se uma aproximag¢ao muito utilizada para problemas de convecgao natural.

Tab. 2.1 - Caracterizagdo das diferengas entre as convecgdes for¢ada e natural.

Convecgdo Causa do movimento Velocidade Carater

Forcada Agdo externa E geralmente dominante | Parabélico
(Ex.: ventilador)

Acdo da gravidade no
Natural fluido (massa especifica Pequena Eliptico

e temperatura variavel)

2.4.2 Aproximagao de Boussinesq

A aproximacdo de Boussinesq expressa o acoplamento entre o campo de temperatura € o

campo de velocidade (escoamento). Esta definicdo € vélida para casos de escoamentos em que o
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gradiente de temperatura ¢ pequeno, ou seja, naqueles em que a diferenga de temperatura implica

em pequena compressibilidade do fluido.

Considera-se as seguintes equag¢Ges com a presenca da forca de corpo na equagdo da

quantidade de movimento na dire¢do y (EQM,):

C [ou . o) o] ap, Bt Oty

EQM, ; p[at+ ox dy ]_ o oK dy (259
. ov  O(uv) = O(vv) | s op aryx 5'1:),3, .

EQM, : p[_é’t + o + o jl— _6y +__6x +-————ay +pg; (2.54)

o 3 : o(ut
ET: pCp{%ﬂa 0T+v aT}:x[aT+aT}+ a(m"")+ : "")+

ox oy x> oy’ ox oy
8(V1:_\,x) " 6(v1w) - 2.55)
ox oy

O esquema ilustrado pela Fig. 2.8, mostra o comportamento dum fluido Newtoniano

inicialmente “parado” (estatico) em um reservatério com uma das paredes em constante

aquecimento (fluxo de calor positivo).

Admite-se que a pressdo permanece constante numa regido com pequena varia¢do de

temperatura. Desta forma, pode-se escrever

p(x,y)=p(y) =p..(¥)- (2.56)

De acordo com a Fig. 2.8 a distribui¢do da pressd@o no reservatério € hidrostatica;

portanto

dp.,
dy

==, (2.57)

onde p.. ¢ a massa especifica do fluido no reservatorio.

Substituindo (2.56) em (2.54) fica-se com

liav a(UV) S(W)} aryx aryy
p| —+ 2 = 4
ot X oy ) oy
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¥ Fluxo proximo a parede
Comportamento
da pressao
T‘. _ \/
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P

Fig. 2.8 — Fluxo devido a flutuagdo ao longo duma parede aquecida e distribuigao de
pressao num reservatorio de fluido parado.

A temperatura aparece explicitamente na equagdo do movimento quando se usa a

equacdo de estado da termodinamica p = p(T,p). Expandindo a massa especifica em séries de

Taylor para [p, =p(T,.p,) ], obtém-se

P ¢ %)
=p,+ — | (T-T, )+
p=p (m]p( o) [(p

;p] (P-p.)+... (2.59)

onde py € uma referéncia a pressdo no fundo do reservatorio.
Mas, a corregdo (diferenga) da pressdo € insignificante comparada com a corre¢do da

temperatura; portanto, a equagao acima reduz-se a

p=p, —PBT-T,)+...,
p=p, [1-p(T-T,)], (2.60)

onde f3 € o coeficiente de expansdo térmica.
Note, também, o fato que a equagdo (2.60) € uma aproximac@o linear da equagdo de

estado p=p(T,p). quando se considera a massa especifica de referéncia p, (T, ,p,) suficiente-



mente pequena, que ¢, quando a variagdo da temperatura € bastante pequena, implicando em
[BEJ84, INC92]:

B(T-T,)>>1. (2.61)

Quando as propriedades do fluido variam com a temperatura na fronteira, concordancia

razoavel entre o prognéstico baseado nesta teoria € a mensuragéo € obtida, se as propriedades do
fluido sdo avaliadas na fina camada (camada limite térmica) de temperatura (T, + T )/2.

Substituindo a expressdo para p em ambos os lados da equagio da quantidade de

movimento, obtém-se

eyl 0v . 8v)  aew)] [ otk oy,
p.[1-p(T T.,n)]{at+ s o ]~[ax o }+me(T—Tm)g- (2.62)

Considerando que B(T —T,)>>1 pode-se negligenciar o termo colocado em evidéncia
(lembre que p. pequeno); chega-se, assim, na equacdo do momento com a temperatura T no

termo de flutuacao,

% + ag;v) + 8;;\!) = Z"" + 6;:; +p B(T-T, ). (2.63)

A linearizag@o da relacdo de estado p=p(T,p). equagdo (2.60), é reconhecida como a
aproxima¢do de Oberbeck-Boussinesq ou simplesmente aproxima¢do de Boussinesq
[BEJ84]. A presenga da temperatura no termo de flutuag@o, ou melhor, flutuabilidade da equagdo
do momento (2.63) associa 0 movimento com o campo de temperatura e vice-versa. Segundo
Holman [HOL72] o fluido € dirigido pelo efeito da flutuabilidade e estd associado a tendéncia do
fluido (gas) de se expandir e em casos especiais de se contrair quando aquecido a pressdo
constante. Vale salientar, a fim de complementagdo, que pequenas variagdes de temperatura sao
suficientes para causar conveccdo natural ou mista.

A fim de tornar o procedimento de solugdo mais versatil para futuras comparacgdes entre
os resultados, faz-se o estudo da andlise dimensional e apresenta-se as equagdes governantes

adimensionalizadas.



2.5 ANALISE DIMENSIONAL

A experimenta¢do em laboratério de escoamentos, em muitos casos, torna-se proibitiva
devido ao seu alto custo e muitas vezes pelo seu risco de execu¢dio (ambiental e para a
humanidade). Centrais nucleares, reentradas de veiculos na atmosfera terrestre e turbinas de
avides sdo alguns exemplos. Para contornar estes problemas pode-se utilizar a analise
dimensional, esta permitindo simulagao similar as condi¢des reais do fendmeno em questio.

A reentrada de veiculos na atmosfera, por exemplo, pode ser simulada através de
protétipos em piscinas d’agua, na qual se pode reproduzir a alta pressdo da reentrada pelo
impacto do protétipo da nave na dgua da piscina; isso permite que pesquisadores tomem decisdes
mais seguras quanto a aerodindmica, resisténcia da nave, etc.

A andlise dimensional € uma ferramenta importante que quase sempre auxilia na reducio
de riscos e custos. Discute-se, nessa segdo, a condigdo necessaria para obter a similaridade
adequada entre escoamentos reais e experimentais numéricos ou por protétipos, pelo estudo da

natureza da analise dimensional e alguns grupos adimensionais.

2.5.1 Natureza da Analise Dimensional

A complexidade, que pode ser facilmente constatada nos fendmenos em mecanica dos
fluidos, envolve caracteristicas fisicas, e muitas vezes quimicas, do escoamento e de medidas
geométricas. A fim de ilustragdo considere a queda de pressio num escoamento dentro de um
tubo.

Que experiéncias devem ser feitas para determinar a queda de pressdo dentro de um tubo,
sendo que o escoamento € permanente, incompressivel e viscoso? Listando as variaveis

necessarias para determinar a queda de pressdo Ap, tem-se [FOX98] o comprimento de tubo “L”,
a velocidade média U, a viscosidade do fluido p, o didmetro do tubo “d”, a massa especifica do

(198 | ]

fluido p, a variagdo média do raio interno T e “¢” a rugosidade. Simbolicamente tem-se que

Ap= (L. U, d,p.rse). (2.64)

A determinacdo da dependéncia de Ap em relagdo as variaveis L, V, u. d, p, e r, exige
uma bateria de experiéncias que podem ser feitas fixando a velocidade média e a massa

especifica (escoamento incompressivel) e combinando as demais varidveis. A modificagdo de
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uma das variaveis exije em torno de 10 experiéncias, devido a dificuldades de medida para
obtencdo dos dados. Isso significa que se tém aproximadamente 10* experimentos diferentes. Se
for contabilizado o custo consideravel destes experimentos, tal atividade pode se tornar inviavel.
Contudo, pode-se obter resultados significativos com um custo e esfor¢o muito menor
pelo emprego da analise dimensional. Uma relagdo funcional para o problema da queda de

pressdo ¢ apresentada na forma

Ap
pU’

= f(L,p.d.e). (2.65)

A viscosidade p presente nesta relagdo poderia ser verificada com apenas alguns testes,
ao invés de aproximadamente 10* como havia-se previsto; assim nio seria necessario construir
dutos com diferentes didmetros, comprimentos e rugosidade.

Imagine que se deseja determinar esse diferencial de pressdo num duto com curvas e
restricdes. Neste caso, uma ferramenta poderosa baseada em algumas experiéncias feitas em
laboratorio € muito util; trata-se da simulagdo numérica que considera a relagdo funcional
mencionada, que pode ser feita exaustivamente a baixissimo custo se comparado a complexidade

(dificuldade) do fendmeno.

2.5.2 Alguns Parametros Adimensionais

Os parametros adimensionais, ou IT’s como menciona [HUG79], podem ser obtidos pelo
método da analise dimensional ou diretamente das equacdes diferenciais. Obtém-se os
pardmetros adimensionais partindo das equagdes diferenciais na proxima se¢do.

O surgimento dos pardmetros adimensionais estdo relacionados & constatagdes
experimentais feitas por grandes nomes da histéria da mecanica dos fluidos; cita-se algumas
dessas personalidades e seus respectivos adimensionais.

Salienta-se aqui que dois escoamentos sdo semelhantes se os parametros adimensionais
sdo todos iguais; independente do tamanho da configuragdo de escoamento, se mantém a

semelhanga geométrica.
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Osborne Reynolds (década de 1880), engenheiro britanico, estudou a transicdo entre os
regimes laminar e turbulento num tubo, descobrindo que o regime de diferentes escoamentos

pode ser determinado pela relagdo, denominada posteriormente de nimero de Reynolds

_ UL _forga inercial

Re ~ - .
v forga viscosa

(2.66)

Quando o numero de Reynolds € pequeno (Re<<1) as forgas viscosas predominam, e
quando Re>>1 as forgas de inércia predominam. Escoamento interno num tubo é laminar para
Re < 2.300, enquanto que o escoamento externo é laminar numa placa plana para Re < 5x10°
[SCH68].

O numero de Prandtl (1907) € considerado uma propriedade do fluido importante na
transmiss@o de calor por convec¢éo; para a maior parte dos gases situa-se entre 0,6 e 1,0 e para
liquidos viscosos como 6leos acima de 1.000. Tabelas contendo a relagdo Prandtl e fluido podem
ser encontrados na literatura como por exemplo em Fox e McDonald [FOX98], Bejan [BEJ95],

Incropera e Witt [INC92], entre outros, para diferentes condi¢des de temperatura e de pressio,

pr=b Cp V. difusdo viscosa

Vv
K o difusdo térmica

(2.67)

A Fig. 2.9 ilustra os efeitos dum escoamento laminar para fluidos viscosos a baixa
velocidade sobre uma parede aquecida. O comportamento num regime turbulento concorda

qualitativamente com a mesma, mas ha diferengas nos perfis [WHIO91].

v .
M T ﬁ Too
Voo T
Y rr s & 7/
Pr<<1,0 Pr=0,7 2,0<Pr<0,7 Pr>>1.0
(metais liquidos) (gases) (agua) (6leos)

Fig. 2.9 — Efeitos do nimero de Prandtl na difusdo térmica e viscosa [WHI91].

A influéncia da temperatura na difusdo viscosa ¢ menor quanto maior for o numero de

Prandtl e maior quanto menor for o nimero de Prandtl.
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Eckert, usado para escoamentos onde ha temperatura variavel, acarretando num aumento

de entropia que acaba interferindo na dissipagéo viscosa,

Ec U’ dissipacdo viscosa

N Cp (T“, -T, ) = aumento de entropia (2.68)

€ a razdo entre a energia cinemdtica do escoamento e a diferenga de entalpia na camada limite
[INC92].

O numero de Grashof é importante em correntes livres provocadas por flutuacdes, se
existirem gradientes térmicos que causam gradientes de massa especifica [BUR93]. Admite-se

que o fluido ¢ incompressivel, com coeficiente de expansdo volumétrica P, resultando:

_ gBp’L* (T, - T, ) L for¢a de flutuagdo

Gr ~
n

(2.69)

forga viscosa

Lord Rayleigh (1899) analisou o efeito da temperatura na viscosidade de um gas, ou seja,

investigou a estabilidade mediante efeitos da temperatura em gases, resultando o adimensional:

_ gBH’AT _
oV

Ra PrGr. (2.70)

Se o nimero de Rayleigh excede certo valor critico, o escoamento torna-se instavel
[STR61], por exemplo, em cavidades (quadradas e retangulares) o valor critico é 10°.

O numero de Deborah (De) refere-se ao efeito de memoria dum fluido em escoamento.
Este adimensional é definido como razdo da caracteristica temporal do fluido pela caracteristica
temporal do processo. Ou seja, € a razdo entre a caracteristica temporal de deformagéo do fluido,
relacionado a viscosidade (medida por viscometros) pela caracteristica temporal de deformagao

durante o escoamento, relacionado aos tipos de resposta (elastica, viscosa e viscoelastica).

De=—. (2.71)

Nos processos com baixo nimero de Deborah a influéncia da “memoéria™ do fluido no
processo de escoamento pode ser negligenciada e, portanto, as propriedades reoldgicas do

mesmo podem ser aproximadas por um modelo de fluido Newtoniano. Para processos com alto
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numero de De, entretanto, para que ambas caracteristicas temporais sejam comparéveis, a
“memoria” do fluido é importante.
O ntmero de Péclet (Pe), também conhecido como niimero de Reynolds da célula, em
homenagem ao fisico francés J. C. E. Péclet [WHI91],
_pUL

Pe=——=PrRe, (2.72)
K

mede a razéo entre as intensidades dos processos de convecgdo de difusdo. Quanto maior o
numero de Péclet, maior a intensindade da convecgdo [FORO00].
Finalmente, o nimero de Biot (Bi) representa a relagido entre a troca de calor por

conveccdo e a difusdo nas proximidades duma superficie,

Bi=—", (2.73)

onde h. é o coeficiente de transferéncia de calor externo.

2.5.3 Forma Adimensional das Equagdes Governantes

Mencionou-se anteriormente que os pardmetros adimensionais podem ser obtidos
partindo das equagdes diferenciais, neste caso considere como exemplo a equacdo da Quantidade

de Movimento na direcdo x (CQM,) sem a forga de corpo,

p[@-l- o(uu) a(vu)}:_@+ﬁ+ﬁg_ .78
o ox | oy x  ox oy

Introduz-se as varidaveis adimensionais que se seguem, independentes e dependentes (as

dependentes indicadas por asteriscos),

. Ty . Ty

Ty s T, =——.
* wu,/L° Y pU,/L

O procedimento de tornar adimensional a equacdo diferencial da CQMy, € feito da

seguinte forma, considerando, como exemplo, quatro termos tipicos desta equagao:



au _ ow/U,)U, U2 &u'
ot a[Uw-t L B&°
L JU,

62u=£[6‘u]= 8 [6(11/U¢)Uw:|_ U, 8%’
oyloy) a(y/L)L| a(y/LL | I* &™’

3)
i

(»}]
e ]

Tay L
pU, /LU, U, ot
ox ax/LL L' &

Seguindo-se este procedimento, a equagdo diferencial da CQM pode ser escrita como

(2.75)

.

pUZ (u” | d(u'w’) a(viu'))_ pUZ op°  pU, (0t Oty
L \at ox’ oy’ L e Dl\lax™ o)

Dividindo a equagao anterior (2.75) por pUZ /L obtém-se

L] * L]

- = = . = - - ar.
ou”, du'w) awu)_ & [c’h” ]

ot ox oy ox" pUL|a&x" &y
onde a quantidade adimensional U“ F ¢ o inverso do parametro adimensional de Reynolds.
PV

Por simplicidade, admite-se a seguinte equagdo adimensional para CQMy sem os indicadores

asteriscos,

ou O(w) o(w)__op 1 (%Jra‘w} (2.76)

at  ox o8y  ox Rel &x oy

De forma andloga a adimensionaliza¢do da equagdo CQMy, tem-se as demais equagdes
adotadas neste trabalho na forma adimensional (veja dedugdes “Apéndice B”).

Conserva¢do da Quantidade de Movimento na dire¢do y com a aproximacdo de
Boussinesq (CQM,B):

?_v_Jr 6(uv)+ o(vwv) _ _op 1] Oty ot, | Ra 1
ot ox oy dy Re

o

(2.77)



Equacao da Pressdo:

37

62 az 2 : @2 32
vip= 2, ) By L[ Sny By Sry)
ox Ox0y oy Re| &x oxoy oy* ot
com
ox 0Oy

Equag¢do da Temperatura:

8T T  _oT 1 | 8°T  &°T
—+u +v =+ - -
ot ox oy PrRe| ox*  oy?
5, o(ut, o(vt, o(vt,,
Ee. (u‘r“).l_ (ut,,) . (vt,,) N (vty,) . (2.79)
Re oX oy ox oy
Relagdes constitutivas do modelo Convected Maxwell:
ot
Tix +De[u = +v—-ﬁ—2@t“ 5 x}_]=2@, (2.80)
oy  ox ax
ot ot
T,, +Del u—= +v——~’—w—--aﬁ'cn —i‘t“ =gu—+§v—, (2.81)
ox oy 0Oy ox dy Ox
T +De[u—”+v - —2g‘tp —..—'cw}=2iv- (2.82)
- o 0Oy oy

No presente trabalho as tensdes Tyy € tyx foram consideradas iguais, uma vez desprezadas

as forcas de campo, salvo a aproximagdo de Boussinesq [AND84].

No capitulo seguinte descreve-se a aproximagédo usada para essas equagdes governantes

(2.76) - (2.82), a geragdo da malha computacional, os métodos de solucdo, a estabilidade e a

convergéncia destes métodos.



3. PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

Os modelos de equagGes diferenciais parciais (EDP) apresentam derivadas espaciais e
temporais as quais podem ser aproximadas produzindo um sistema de equagdes algébricas. Neste
capitulo o conceito de aproximagéo por diferengas € enfatizado. Ambas as derivadas, em relagao
ao tempo e ao espa¢o, podem ser aproximadas por outras técnicas, como por exemplo volumes
finitos [JAMS81, PAT81] e elementos finitos [ZIE89]; entretanto, ndo exploradas aqui por fugir
do objetivo deste trabalho. Além disso, descreve-se as malhas, o sistema coordenado
generalizado e os métodos iterativos de Runge-Kutta e de Relaxagdes Sucessivas utilizados, bem

como discute-se o critério de convergéncia e de estabilidade dos métodos numéricos.

3.1 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

A aproximagdo em diferengas finitas ¢ usada com freqiiéncia no meio cientifico em
fluidos afim de dominar as ndo-linearidades de modelos matematicos adotados € no acoplamento
das equagdes resolvidas segregadamente. O mesmo tem-se demostrado eficiente no decorrer dos
tempos. Prova disto € sua aplica¢do por Schneider e Zedan [SCH81], os quais avaliam a técnica
Modifild Strongly Implicit Procedure (MSI) baseado nesta aproximag¢do € em misturas e
separagdes de fluidos apresentado por Crochet [CRO84] e ainda a importdncia dada por
Anderson [ANDS84], Smith [SMI85], Kincaid e Cheney [KIN94], e Lomax [LOM99], para
fluidos nio-Newtonianos descrito por Vradis e Hammand [VRA98]. Antes de proceder a

aproximagdo das equagdes define-se algumas notagdes.

3.1.1 Notagdes

Uma malha simples envolvendo tanto o tempo quanto o espaco € mostrada na Fig. 3.1. A
analise desta figura permite definir termos e notagdes necessarias para descrever a aproximagao

em diferencas finitas. Geralmente as variaveis dependentes, “u”, por exemplo, sdo fungdes das



variaveis independentes tempo t € as diregdes x, y e z. Aqui, por simplicidade, considera-se o
caso unidimensional (1D), u=u(x,t), onde somente uma variavel é denotada. O indice

assumido para x € “i”, e para t € “k”. Entdo, as distdncias da malha sdo:
X=X =140%, (3.1a)

1

t=t, =k-At, (3.1b)

onde Ax € o espagamento em X € At € o passo de tempo, como mostra a Fig. 3.1.

t A
ik+1
P (iAx, k At)
& ”— —
k At i-1.k i,k i+1,k
ik-1
em——— | »
1AX X

Fig. 3.1 —Ilustra¢do do arranjo espagos e tempo [LOM95].

3.1.2 Aproximagdo das Derivadas

A aproximagdo de uma derivada em diferengas pode ser gerada por meio de expansdo em
séries de Taylor [SMI85]. Considerando u(x,t) com “t” fixo e seguindo a nota¢do convencional

(3.1), pode-se expressar a velocidade uj+; no ponto (i+1) em fungdo da velocidade u;, no ponto

(i), pela série de Taylor,
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2 2 3 2 n n
ui+|=ui+(_5‘_u_J g 6? ax? (ou) Ax* - (0"u) Ax" (3.2)
ox ); ax* ) 20 \ax?) 3 ox" ). n!
Subtraindo u; e dividindo por Ax obtém-se
Uiy — U du d’u) Ax
] [ B el =t 3.3
= [6‘:-:1 [8){‘1 2! 33)

A expressdo (3.3) € matematicamente exata se [ WEN96]:

a) o nuimero de termos € infinito e a série converge;

b) e/ou Ax— 0.

Considerar computacionalmente um numero infinito de termos € impraticavel. Assim, a
expansdo (u,,, —u;)/Ax € uma aproximagdo razoavel para (%) se a expressdo (3.2) for

i

“truncada” e se Ax € tdo pequeno quanto o comprimento de escala. Assim, admitindo um erro de
truncamento de ordem 2 [O(Ax?)], obtém-se uma aproximagdo de “1* ordem” para a derivada

primeira

ou) _u, —y; 3.4
(axl" & B

Agora considerando a aproximagdo espacial (u,,, —u,,)/(2Ax), expandindo uj+; em

+1

funcdo de u;.; e reagrupando os termos, o resultado € a expressao,

3 2 3 4
Uiy — Uiy _(@] + o’u Ax + 0u Ai{ . (3.5)
2AX 6?( i-1 ax3 321 3l aX'B i-l DI

Ao truncar a série dada pela expressdo acima, obtém-se a seguinte aproximagdo pelo

esquema de diferengas centrais para a derivada primeira

[@) e 1 Wi | . (3.6)
o).,  2Ax

Para a derivada de segunda ordem escreve-se as séries,
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_ du o’u) Ax? o"u) Ax"

ui_,—ui+[&le+{ax21 o +...+(axn i 5 +..., -Ax<x<0, 37
N ou o’u) Ax? o"u) Ax"

Ui+]—ui+[3x-]iﬂx+(ax2]i o +”.+[6x“ i*‘a!—*-l-..., 0<x<Ax. (38)

Adicionando essas duas expressoes (3.7 € 3.8) e reagrupando os termos resulta

U, -y, (du o’u d"u) Ax"
T_Z[&]iAx+[6xz)+ +2( l + ... (3.9)

ox" n!
que quando truncada a aproximagio pelo esquema central para as derivadas de segunda ordem é

dada por

0’u U, —2u; +u,,
= . (3.10)

ox’ Ax?
De forma analoga, na dedugdo da expressdo (3.4) a aproximagdo de 1* ordem para a

derivada temporal [%) é

ou _u., —u, a
&t~ At et

Em se tratando de aproximagdes por diferencas entre as distancias dos pontos discretos,
faz-se necessario gerar uma malha computacional (conjunto de pontos discretos). E por
possibilitar o uso de dominios quaisquer utiliza-se o sistema de coordenadas generalizadas. Estes

assuntos serdo discutidos no capitulos seguintes.

3.2 MALHA COMPUTACIONAL E COORDENADAS GENERALI-
ZADAS

Considera-se, neste trabalho, escoamentos de fluidos entre placas paralelas e cilindros,
este ultimo com e sem excentricidade. Neste item ilustra-se as malhas computacionais utilizadas,

bem como se justifica o uso de coordenadas generalizadas.
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3.2.1 Malha Computacional

Considera-se o escoamento de fluidos em duas situagdes entre superficies moveis: a
primeira admite 0 movimento circular dum cilindro (corte transversal) de raio R; em relagdo a
outro cilindro estatico (velocidade nula) de raio R,; admite-se também uma distancia entre os
centros dos cilindros (excentricidade). A segunda situagdo admitida € o escoamento de Couette,
para o caso em que uma placa superior desliza a velocidade constante U em relagao a placa
inferior estatica. As figuras abaixo ilustram os planos fisicos considerados no sistema

coordenado xy.

Fig. 3.2 — Ilustragdo do plano fisico para cilindros rotatorios.

Y a

l X

Fig. 3.3 — Ilustrag@o do plano fisico para placas paralelas.

A geragdo das malhas computacionais estruturadas (veja Fig. 3.4) € de forma algébrica,
com a possibilidade de refinamento proximo as paredes pelo uso duma progressao geométrica. O
refino na vizinhanga das paredes faz-se necessario a fim de captar as variagdes das propriedades
fisicas (velocidades, pressdo e temperatura) nestas regioes e, no caso dos cilindros, melhorar a

taxa de variagio entre as células devido a possiveis instabilidades numéricas. Aconselha-se
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utilizar uma relacdo de tamanho entre as células AxxAy=1x1, com tolerdncia de +20%

[DeB00).

(b)

Fig. 3.4 — Malhas computacionais para (a) cilindros rotatérios e (b) planos paralelos.

O arranjo para a disposi¢do das variaveis da malha € o co-localizado, pois permite
economia de memoria e de tempo computacional, ou seja, o cdlculo das métricas da

transformacdo de coordenadas € feito uma tnica vez.

Fig. 3.5 — Arranjo co-localizado.
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Como mencionado, utiliza-se dominios quaisquer (variando a excentricidade ou
refinando em determinadas regides); assim tém-se situagdes diferentes. Logo, nada mais

oportuno que considerar o sistema de coordenadas generalizadas.

3.2.2 Coordenadas Generalizadas

A discretizagdo de geometrias variadas leva a considerar malhas computacionais
distintas; logo faz-se necessario a aproximagdo das equagdes diferenciais parciais dos modelos
matematicos considerados em coordenadas generalizadas. Toma-se a seguinte relacdo entre as

areas (AxAy <> A£An) dos planos fisico e transformado

YA NA

n+an

ACA
ntAn  <—> =AT

E+AL g SHAS
> >
X (b) 5

(@)

Fig. 3.6 — Areas nos planos (a) fisico e (b) transformado [MAL95].

Apresenta-se aqui, de forma resumida, as relagdes entre as métricas da transformagao do

plano fisico. No “Apéndice A” apresenta-se as dedugGes para obtencdo dessas relagoes.

e Jacobiano da transformagio (relagio entre é4reas em cada um dos espagos

bidimensionais),

1
Je————=En, -n,&,; (3.12)
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e Relagdo entre as métricas,

E. =W, s
% : B (3.13)

N, =_'}y€= Ny :ngs
e Relagdo entre as derivadas de segunda ordem,

'5“ =_J[(X§E.E-'i + xnnni i 2x§n§xnx )yn - (yéée-»i + ynnni +2yin‘§xnx )xn]’ (3 14)
E-'n - _J[(XEEEZ*; ® xnnn:‘ * 2x€n§ynr )Yn - (Y;géi + ynnni o 2)";,“&.‘37]3 )x“ ]’

TN =—J[(y§§§i ¥ yrmni + 2y§n§xnx }xf, "_(xﬁégi + erni % zxingxnx )yﬁ]= (3 15)
Ny ==I8} +Yaal} +25e:8, g — (k8] +%pm] + 22,5, ]
Utiliza-se estas relagdes para transformar

E=E&(X,¥,t),

n=n(x,y.1), (3.16)
x=x(1).

Mas, como € somente uma fung@o de t, considera-se y =t [WEN96], e apenas a
transformagdo das equagdes nas variaveis X e y sdo avaliadas (analisadas). As derivadas parciais
presentes nos modelos considerados, apresentados aqui na forma genérica para uma fungéo ,
podem ser expressas pela regra da cadeia.

Para as derivadas de 1* ordem resulta:

BRI

=[ﬂ]§x +[@)m; (3.17)

(M) (o .
(22



Para as derivadas de 2* ordem fica-se com:

Para as derivadas cruzadas obtém-se:

)40
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(3.19)

(3.20)

[&v&i ﬁwan}

o 8y on oy

_oy &% oy o'n ag[awaé O’y on|, on[ v &  d'won
agaxay on Oxdy Oy| BE® ox  OmoE ox ayaaaqax on’ éx
awa’a awan o'y allf W 3.21
Ry A LS B anaé[néﬂn] (3.21)

Segundo Wendt [WENO96], se as expressoes analiticas sdo dadas na forma fechada as

métricas também podem ser obtidas nesta forma. Mas, para a transformag@o em questdo teremos
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uma relagdo numérica, avaliada por diferengas finitas centrais. A equacéo CQMy na forma

adimensionalizada, em coordenadas generalizadas fica:

du  d(uu) d(uu) d(vu) o(vu) | ép op
o 5 Byt o Ny + o g, + o T]y——[“gg@x"'amyr
L T
Re| @& ™ o0 " e el

Usando a aproximacéo em diferencas finitas para as derivadas da Eq. (3.22), tem-se como

exemplo a expressdo,

] 2 2 2
U —uy; - Ui —WYiaj B g Ui in “uiz.j—l v Visri%isny ~ Vi Yiag |, i
At 2AE xij 2An X 2AE Pk
Vi Wisa — Vil e Pisnj ~ Piayj g 4 Pigut = P -
2An Vi 2AE i 2An =
L Txxi+l,j - txxi—I_j g 4 Txxi,j+l - Txxi,j—l .. . +
Re 2AE 2l 2An M
T S T -1
X¥islj | XYioLj XY, jal %y, jo1 -
( 208 };“-i +{ 2An ]“m}' (323)

Nas proximas segdes discute-se os métodos de solucdo adotados e suas implicagGes

quanto a estabilidade e convergéncia.

3.3 METODOS DE SOLUCAO

Os métodos diretos, tais como fatoragdo QR, eliminagdo Gaussiana entre outros, para
resolver um sistema (A x=b) requerem um numero finito, porém muito grande, de operagdes para
produzir uma solugfo exata. A menos de arredondamento tornam-se proibitivos, em termos de
tempo computacional e armazenamento, se a matriz dos coeficientes A € muito grande. Para tais
problemas € pertinente e aconselhavel usar métodos iterativos, como o de Runge-Kutta, Newton,

RelaxagBes Sucessivas [GRE70, TAV99].
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Um método iterativo produz a solugdo, quando converge, como o limite de uma
seqliéncia, pelo que precisara truncar 0 processo num ponto conveniente e adotar como solugdo
uma aproximagdo desse limite. Aqui teremos duas fontes de erro: o arredondamento e o
truncamento [KIN94]. Os modelos iterativos adotados na forma explicita sio:

e Relaxagdes Sucessivas, para o célculo da pressio;

¢ Runge-Kutta, para o célculo das velocidades nas diregdes x e y e da temperatura T.

3.3.1 Meétodo das Relaxa¢des Sucessivas

O método das relaxagdes sucessivas procura acelerar o processo de convergéncia do
procedimento iterativo de Gauss-Seidel com a introdugéo dum parametro de relaxagdo "®", que
modifica (diminui/aumenta) o raio espectral (maior autovalor) [KIN94] da matriz Jacobiana

de iteragdo,
P = P 4 (1- 0)P*.

O valor de o varia entre 0 e 2, sendo classificado como um processo de:
e Sobrerelaxagado para 1 <o <2 indicado para problemas parabélicos e hiperbdlicos,
e Subrelaxagdo para 0 < <1, indicado para problemas elipticos e oscilatorios.

O valor adotado no presente trabalho foi ®=0,8.

3.3.2 Método de Runge-Kutta

O método explicito de Runge-Kutta é usado pela sua facilidade de implementagéo; o uso
de coeficientes possibilita obter solugdes com precisdo temporal, atingindo as caracteristicas
apropriadas de amortecimento do erro. Isto €, os erros de truncamento local, que surgem em cada
passo devido ao método numérico ndo poder considerar todos os termos da série de Taylor, se
comportam como erro de truncamento local de O(Ax?) para o caso de Runge-Kutta de 3* ordem
[KIN94]. Este utiliza,

WO =W —a®AtR{,

WO =W —a®AtRY,

3 _ g _ G R (2)
W =W —a®AtR!

ij ?
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onde R;=Q;-D;, sendo Q; os termos convectivos, D; os termos dissipativos e At o

espacamento temporal, com o= 15; a@= V5 o®=1, para aproximac¢do de segunda ordem
temporal. Pode-se dizer que o método das Relaxagdes Sussesivas aplicado ao método de

Gauss-Seidel corresponde a um estagio do Método de Runge-Kutta, possuindo as mesmas

caracterisitcas de convergéncia [DeB00].

3.3.3 Critério de Convergéncia

Como a solugdo exata quase nunca ¢ atingida num processo iterativo, necessita-se ter
algum critério para terminar o processo, adotando como solugfo aproximada o tltimo termo da
seqiiéncia calculado. Quando ha convergéncia x**!) é uma aproximagéo melhor da solugdo x que

k > s iy § Kk 3 n
x® Entdo, um critério de convergéncia é parar as iteragdes se,

Z Wil.(j N Z Wii.(jﬂ
1]

1]

W

$B, (3.24)

para & > 0 pré-estabelecido, chamado de tolerancia e escolhido de acordo com a exatiddo
desejada, conforme o caso (fenémeno fisico) considerado. Se o processo converge, o numerador
em (3.24) vai a zero. O critério de parada para simulagdo de fluidos ndo-Newtonianos
considerado foi o erro global para a press@o “p” e para simulag¢do da conveccdo natural e mista
foi considerado o erro global da temperatura “T™, pois neste ultimo caso a variacédo da pressdo €
muito pequena.

E muitas vezes dificil aceitar um resultado como uma boa aproximagio de x*. Existem
condicBes que garantem a convergéncia, independente da escolha da aproximacdo inicial.
Deduz-se aqui, com base em teoremas pré-estabelecidos na literatura, tais condigoes:

. - . = ~ k
Seja x a solugdo do sistema de equagdes. Entdo, de x=Bx+c € x® =Bx® ¢ vem,

para todo k,
x —x® = Bx - x®), (3.25)

e também
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x —x® = B(x — x*), (3.26)

Substituindo x —x™*, dado por (3.26), em (3.25) resulta

x —x% = B?(x — x*), (3.27)

Continuando esse processo k vezes, chega-se a

x —x®D = B¥(x —x®), (3.28)
Essa tltima igualdade, valida para todo k, mostra que x™® — x se:

Teorema 3.1 — B® — 0 com k— o se e somente se [YOU71],

S(B)<1; (3.29)

Teorema 3.2 — Para qualquer norma matricial |- “B tem-se [YOU71],

S@B)<|B], - (3.30)

Se S(B)< 1, entéo S(B") <1 para todo k, ¢ admitindo o teorema 3.2, [B¥| = S(B* )21

(k)

para toda norma “"B Por outro lado, se B — 0 entdo "B""B —0 o que é impossivel se

S(B*)>1. Logo (3.30) é uma condigdo necessaria para convergéncia [BUT87].

Se S(B) < 1, entdo existe uma matriz nao singular “L” tal que ||B“L <1. Ja que

"Bk HL <|Bf, segue que "B" "L — 0, logo ¢ evidente que BX— 0.

3.3.4 Estabilidade

A solu¢@o numérica de EDP esta sujeita a dois tipos de erros. Um devido a aproximagao
na discretizagdo espacial e outro relacionado ao arredondamento e truncamento devido ao

emprego de um computador de precisdo finita [SAN98., LOM99]. Se esses erros ndo sdo
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controlados 0 método numérico pode se tornar instdvel nido conduzindo a uma solugdo
fisicamente consistente. Entretanto, pode-se analisar os métodos numeéricos e estabelecer
condi¢des de estabilidade utilizando aproximagdes da solugdo. Mas, a andlise de estabilidade
restringe-se, geralmente, a problemas simplificados os quais servem como uma indica¢do a

problemas mais complexos.

Considere a equagdo do calor unidimensional

ou d*u

—=0—. 3.31
a o ax’ (3.31)
Aproxima-se a solug¢do por uma Série de Fourier da forma [AND84]

u: =Uner‘kﬁ’ (332)

; : 2n .0 4
onde i=+/—1, U" é a amplitude no instante n, 9=-}C~=Ax € o angulo de fase sendo X o
comprimento de onda. Aproximando a equag¢@o modelo por diferencas finitas centrais tem-se,

n+l

U, —11: _autu _2u: +u:—1

> (3.33)
At Ax”
Definindo o numero de difusdo d =« o fica-se com
X
n+l L n = n n 4 (3.34)
u” =uy +d(uk*, 2u, +uk_,)
Substituindo a expressdo em séries de Fourier resulta
U™le™ =Ure’™ + d(Unex(kn)e _oUme’® 4 Unei{k—l)ﬁ)' (3.35)
Cancelando o fator comum obtém-se
U™ = U [l+d(e™® -2+ )|= U" [1+2d(cos 0 -1)]. (3.36)

n+l

Introduzindo um fator de ampliagdo G = tem-se,
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G=1+2d(cos0~-1). (3.37)

Para que 0 método seja estavel € necessario que a solugéo permanega ilimitada. Logo, o

fator de amplificagdo deve ser tal que |G| <1, o que resulta em:

<. (3.38)

ou seja, a rela¢do entre a discretizagdo espacial e temporal deve ser tal que:

. P
Ax? 2

(3.39)

Esse tipo de analise, chamada andlise de estabilidade de Von Neumann ou de Fourier
[AND84], permite analisar os métodos numéricos e predizer limites praticos para a discretizag@o,
levando em conta o valor do coeficiente de difusdo . No caso onde a parte imaginaria é ndo-
nula pode-se realizar uma analise grafica. A figura que descreve o fator de amplificagdo deve
permanecer no interior dum circulo de raio unitario.

Analisando a estabilidade de um método explicito para a equagao da onda, por outro lado,

82u 2 6‘311
——=a?—, 3.40)
ot? ox” (
a equagdo discretizada tem a forma,
u™ =2u® —ut +e2ul, —2u] +ul,), (3.41)

onde c=a o ¢ o chamado niimero de Courant. A condicio de estabilidade, segundo analise de
Ax

Von Neumann, €

651, (3:42)

P . : : AX
ou seja, a velocidade da onda “a” deve ser inferior a escala de velocidade computacional T

Considerando agora um problema unidimensional de difusdo e convecgdo tem-se,



n
(U5 ]

(3.43)

A analise de Von Neumann resulta em um par de condigdes de estabilidade; a primeira é

o limite do nimero de difusdo: d <1/2. A segunda ¢ dada por:

(3.44)

~ ax ., . \ . )
A expressdo Pe=-a— ¢é denominada niimero de Peclet da célula, ou seja, um nimero
¢ o

que relaciona a convecgao e a difusdo.

3.3.5 Algoritmo Computacional

O codigo (software) computacional foi desenvolvido no ambiente de trabalho
UNIX/LINUX utilizando programag@o Formula Translator (FORTRAN 90), por ser uma
linguagem de programacdo amplamente utilizada para aplicagGes cientificas e de engenharia.
Esta ultima versdo permite, além de outras vantagens:

e Operagdes com vetores ¢ matrizes de maneira simples, além da possibilidade de

indices negativos para os arrays;

e A utilizagdo de modulos contendo um nimero qualquer de subrotinas;

e Alocagdo dindmica de memoria, incluindo matrizes dindmicas;

e Subrotinas e fungdes recursivas;

e Formato livre de programagdo, isto €, ndo existe mais a necessidade de colocar o

codigo a partir da sétima coluna, por exemplo.

No que se refere aos recursos computacionais, a pesquisa foi desenvolvida junto ao
Laboratério Integrado de Computagdo Cientifica - LICC, do Instituto de Matematica e ao Centro
Nacional de Supercomputagdo da Regido Sul do Brasil - CESUP/RS, ambos instalados na
Universidade Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS.

O referido cédigo computacional, desenvolvido com base no algoritmo representado na

figura Fig. 3.7, inicia o processo fazendo uma leitura (atribuigdo) dos parametros, sendo que a
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alocag@o de memoria das matrizes e feita dinamicamente no decorrer do processo. Num segundo
momento avalia-se (seleciona-se) o caso estabelecido:

e Faz-se a leitura de dados calculados previamente até a n-ésima iterag@o.

e Ou, se deve primeiro gerar a malha calculando os pontos xij e yij; em seguida
transforma-se esses pontos gerados em &;; e mij, ou seja, a transformagdo de
coordenadas ortogonais cartesianas para coordenadas generalizadas (descrito no
item 3.2.2) e terceiro considera-se as condi¢Ges iniciais e de contorno para u;j, v; J Pij €
T;;, em cada ponto.

Segue, entdo, o calculo iterativo a partir da n-ésima iteragdo ou primeira iteragio na

seguinte ordem, calculando em cada ponto:

e As tensdes, considerando neste estagio fluido Newtoniano (De=0) ou ndo-
Newtoniano (De>0).

e As componentes do vetor velocidade (uj; € vij ).

e A pressdo (pij).

e E atemperatura (Tj;).

Calculadas as propriedades fisicas deve-se considerar as condi¢des de contorno. Num
estagio seguinte avalia-se a convergéncia conforme descrito na subse¢do 3.3.1; se convergiu
grava-se os dados desejados e finaliza-se o processo, ou, se ndo convergiu, retorna-se ao calculo
iterativo para as componentes da tenso e velocidade, pressdo e temperatura at€ que o critério de

parada seja satisfeito ou a convergéncia desejada seja obtida.



4. RESULTADOS

No presente capitulo resultados bidimensionais, obtidos via simulagido do escoamento

incompressivel de fluidos Newtonianos na maioria [PED00a] e alguns ndo-Newtonianos entre

placas e cilindros, sdo apresentados. A fim de calibragéo do cddigo (software) computacional

desenvolvido compara-se perfis de velocidade e temperatura (isotermas) com solu¢des

analiticas, dados experimentais e resultados de simulagdo numéricas consistentes disponiveis

na literatura. As comparagdes apresentadas podem ser ilustradas na tabela abaixo.

Tab. 4.1 — Resumo (sintese) das comparag¢des entre resultados.

ESCOAMENTO

FLUIDO

SITUACAO

COMPARACAO

Placas Paralelas

(Couette)

Newtoniano

Difusividade segundo a variagdo do

produto Pr Ec

Solucdo analitica dada

por Schlichting [SCH68]

Perfil de velocidade segundo um

gradiente de pressdo adimensional

Solucdo analitica dada
por Schlichting [SCH68]

Cilindros

Newtoniano

Distribui¢do de temperatura para

cilindros concéntricos com Q=1

Dados experimentais de

Hawarth [HAW64]

Isotermas e linhas de corrente segundo
convecgdo natural para cilindros com

excentricidade, com Q=0

Simula¢do numérica de
Ming-I et al. [MIN98]

Linhas de corrente e isotérmas segundo

convecgdo mista para cilindros

concéntricos, com Q=-1

Simulacdo numeérica de

Ming-I et al. [MIN98]

nao-Newtoniano

Isotérmas  para  cilindros  com

excentricidade

Simula¢do numérica de

Li e Davies [L194]
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4.1 PLACAS PARALELAS

Inicia-se com a analise do escoamento entre placas paralelas a fim de calibrar o codigo
computacional desenvolvido, comparando as solugdes obtidas numericamente com os
resultados analiticos dados por Schlichting [SCH68]. Este caso foi escolhido pela sua
simplicidade geométrica (Fig. 4.1) e por apresentar hipoteses simplificadoras implicitas
(coerrentes) do fendomeno. Ou seja, € possivel imaginar que exista um gradiente de pressdo
entre as extremidades das placas (saida e entrada) o qual possa provocar mudangas no sentido
do escoamento.

Schlichting define o seguinte sistema de equagdes para a distribui¢do de velocidades e
temperatura num escoamento de fluido Newtoniano incompressivel bidimensional

desenvolvido com propriedades constantes entre placas paralelas.

N0y, (4.1)
ox oy
- - . 22
puil-l-v—(ﬂ :-.—f\p+u i s ’u} (4.2)
oxX oy ox | OX oy~
[ | 3 [ 2 2
p u—+viv— :+£B+p : ,V+ : f i (4.3)
X oy cy ox- oy
) ) '?l '1!2
pCp uﬂ+v§— =x| < T+{' T +ud, (4.4)
onde
o=3(2) +(2) [ﬂ_)
ox oy ox oy)
Y A
Tz U
h —>
u
= —>
| - .

Fig. 4.1 — Esquema do plano fisico para o escoamento entre placas paralelas.
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A solu¢@o analitica para o escoamento de Couette, ou seja, para o caso em que a placa
superior desliza a velocidade constante U em relagdo a placa inferior estatica (velocidade

nula), separadas por uma distdncia h, conforme mostra a Fig. 4.1, para as condi¢bes de

contorno
y=0=>u=0, y=h=u=0U, (4.5)
¢ dada por
y y y
u==U+P=|1-=|, 3
h h( h) G

onde P ¢ o gradiente de pressio adimensional definido conforme

_h
2uU dx

(4.7)

Se for desconsiderado o gradiente de pressdo obtém-se o caso particular conhecido

como escoamento de Couette simples, ou escoamento cisalhante simples (fluido Newtoniano),

Y
=21. 4.
nEe (4.8)

A malha computacional utilizada foi de 20 x 200 pontos como ilustrado pela Fig. 4.2,
sem refinamento proximo as paredes em relagdo ao restante do dominio. Usa-se uma malha
uniformemente refinada (espagamentos uniformes) para que as variagdes da velocidade sejam
igualmente captadas.

Comparando os perfis de velocidade para Pr x Ec = 8, conforme ilustra a Fig 4.3,
percebe-se boa aproximac@o entre estas solu¢des. Os dados usados para simulagdo sdo dum
fluido Newtoniano (De=0) com PrEc=1 sdo: Re=300, T, =5, T,=3, U=1, Ra=0, e
dimensdo 1,0x 0,112 [PEDOOb].

Analisando o escoamento segundo o gradiente de pressio adimensional tem-se que
para P> 0 a pressdo decresce na dire¢do do movimento € a velocidade € positiva ao longo do
canal. Para valores negativos de P a velocidade torna-se negativa, ou seja, tem-se fluxo

reverso conforme mostrado na Fig. 4.4 dada por Schlichting [SCH68].



Os perfis de velocidade, segundo varios gradientes de pressio adimensionais P.

obtidos numericamente € mostrado na Fig. 4.5.

&
o I T . = T T T 5
- i
o 3 ;
] :' _:
4.1
o L
’
Fig. 4.2—Malha computacional para placas 2 v = 4
paralelas (a) visdo global e (b) amplia- .
¢do da regido da saida.
() 2
1
. .
i ¥ — Numérica
0s <
3 o« Analitica [SCH68]
y 0B va
h 04 —=t
/
0ga 02 0 02 04 06 08 1 12 14

7

Fig. 4.3 — Comparagéo do perfil de velocidade da solug@o analitica de Schlichting e o
escoamento de Couette (placas paralelas) com P=0.8.
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Fig. 4 4—Escoamento de Couette entre placas paralelas [SCH68]:
P>0, pressao decresce na dire¢gdo do movimento da parede;
P<0, pressdo cresce na diregdo do movimento da parede;
P =0, gradiente de pressdo nulo.

Constata-se a interferéncia do gradiente de pressdo previsto por Schilichting, havendo

um fluxo reverso quando P < 0. Observa-se, também, explicitamente, a influéncia da placa

movel produzindo velocidade maior para diferentes valores de P. As mesmas curvas

apresentadas na Fig. 4.4 sio citadas por Burmeister [BUR93] o qual obteve a mesma solugéo
analitica (4.7) de Schlichting [SCH68].

= IO
._3._, - P =.3 - 'l-d_',—- -zt ’-_-_ oy ,...._r:?'\ .-/ F /}i --\:,\:\
I gl Sl ol /|
|~ . Pl f// " ' F 5 3
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0.4+ f oy A // J_/ ,—*‘;// |
P\ \ o L7 ] |
"ol \\ \'t‘ | I/ ;,/ /_{,2:f Bl T -
N | |

a

Fig. 4.5 Solugdes para o escoamento de Couette (placas paralelas) com variacdo do

gradiente adimensional de pressdo: -3,-2,-1,0

1,2,3

- Lo R R
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Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) € obtida ao considerar que v=0, P=0 ¢
admitindo que a solugdo € independente de x; via expressdo (4.4) obtém-se para a

temperatura,
T ou)’
B —M[""] . (4.9)

Considera-se que a temperatura € constante ao logo das paredes inferior e superior,

resultando.

y=0=T=To, y=h=T=T. (4.10)

Logo, a expressdo para a distribuigdo da temperatura € obtida [SCH68],

T-T, g
I=-l, ¥y, #U _X[ _1}_ 4.11)
Ti=Ts B 2%(T;~T,)h h
Adicionalmente, o parametro adimensional,
. (4.12)
2x(T, - Ty)
pode ser rescrito como,
i mep U g (4.13)

2(T,-T,) « Cp(AT)

se considerar T, — T, = (AT).
Finalmente, a solugdo para a distribui¢do de temperatura conforme os numeros

adimensionais de Prandtl e Eckert € escrita na forma,

T—'I°—=1+PrEc?i[ —1]. (4.14)
T =T, & h\ h



A distribuicdo de temperatura € “plotada™ para varios produtos PrEc na Fig. 4.6.
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Fig. 4.6 — Distribuigdo de temperatura no escoamento de Couette para varias relacoes

de PrEc conforme Schlichting [SCH68].

O grafico da Fig. 4.7 apresenta as solugdes obtidas para varios produtos

Pr Ec modelada pelas equagdes (2.76) - (2.82), pré-definidas na segdo 2.5.3 deste trabalho,

dum fluido Newtoniano (De = 0) sem a presenga do termo de flutuabilidade (Ra = 0) em

regime laminar (Re=300) com temperaturas adimesionais To=5 e T; =3, dimensao 1,0 x 0,1

(adimensional) e obtida para uma malha 20 x 60 pontos com espagamento uniforme.
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Fig. 4.7 — Distribuicdo de temperatura no escoamento de Couette (placas paralelas)

obtida para varios produtos PrEc.
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Observa-se maior dificuldade para captar as curvas de Pr Ec iguais a 1 € 2, uma vez
que os gradientes sd@o menores (pressdo, velocidade e temperatura); e também, possivelmente,
devido ao fato do uso da formulagfo incompressivel, a qual se caracteriza pelo baixo
desempenho para obtencdo do campo de pressdo. Mas esta melhora para Pr Ec iguais a 4 e 8,
conforme esperado.

O grafico da Fig. 4.8 compara a solugdo analitica (4.14) dada por Schlichting e a

solugdo numérica obtida, ambas para PrEc=8.

3
] < — Simulagdo Numérica
0.8
1 + Solugdo Analitica
0.6
Yy o
0.2 . :
0% "oz ‘04 08 08 1 12 1.4 1.8
T.—TF,
T, - T,

Fig. 4.8 —Comparag¢@o da solugdo numérica e analitica conforme Schlichting [SCH68],
para o escoamento de Couette com PrEc=8.

Feita a comparagdo de solucdes entre placas paralelas, parte-se para simula¢Ges de
situa¢des mais complexas como o escoamento entre cilindros com e sem rotac@o do cilindro

interno, dando continuidade ao processo de calibrag@o do algoritmo computacional.

4.2 CILINDROS

Compara-se, aqui, os resultados obtidos para escoamentos de fluidos Newtonianos e
ndo-Newtonianos entre cilindros com dados experimentais e simula¢des numéricas
disponiveis na literatura. Para todos os casos analisados desconsidera-se os efeitos de bordas,

ou seja, considera-se os cilindros axialmente longos, conforme representagdo na Fig 4.9.

Admite-se, também, uma excentricidade €, dada por:

g ® (4.15)
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onde r, e r; representam os raios dos cilindros externo e interno, respectivamente, e “e”
representa a distancia entre os centros dos cilindros. A Fig. 4.10 mostra a regido

bidimensional analisada.

Fig. 4.9 —Representagdo de cilindros concéntricos de comprimento axial tendendo ao
infinito (L »).

Parede do cilindro exter-
no (estatico): To, U=0

Parede do cilindro inter-
_no (rotatorio): T, Q=1

Fig. 4.10 — Representag@o do plano fisico para o escoamento entre cilindros rotatorios.

4.2.1 Fluidos Newtonianos

A distribuigdo de velocidade e temperatura para o ar entre cilindros rotatorios
concéntricos foi investigado por Taylor (1935) conforme Hawarth [HAW64]. Tendo em vista
a comparagao com estes dados experimentais, houve a necessidade do uso duma malha mais
refinada (40x300 pontos) do que em relagdao aos casos da se¢do 4.1 (placas paralelas), com

refinamento nas linhas limites conforme Fig. 4.12; isso porque em se tratando da distribui¢ao
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da temperatura o gradiente da mesma préximo as paredes é maior. Inicialmente foi utilizada
uma malha com espagamento uniforme, conforme mostrado pela Fig. 4.11; contudo para esta
configuracdo de malha o perfil de temperatura néio se mostrava coerente havendo distorcoes

principalmente nas regides entre 0 <log ili— <0,08 e 0,28 <log f{R— <0,3.

! 1
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Fig. 4.11 — Malha computacional sem refinamento entre cilindros rotatérios concén-
tricos.

Os dados experimentais de Taylor para a distribui¢do de temperatura sdo “plotados”™ na
Fig. 4.13 juntamente com os obtidos neste trabalho para Pr= 0,71 dum fluido Newtoniano
(De=0), Ec=0, sem a aproximagdo de Boussinesq (Ra=0) e em regime laminar (Re = 300);
razio entre o raio externo e o interno igual a 2 (R, /R; =2), com velocidade angular igual

a 1 no sentido horario (QQ=1) e temperaturas adimensionais nas paredes externa e interna 6 e
2, respectivamente.

Préximo as paredes dos cilindros a distribui¢do da temperatura € dificil de ser obtida
experimentalmente com precisdao por dificuldades de medida, mas percebe-se um rapido
aumento do gradiente perto delas [HAWG64], conforme Fig. 4.13. Nota-se que o salto
da malha, regido entre —1.25 e -1,27 conforme Fig. 4.12, ndo causa efeitos indesejaveis,
isso, talvez devido ao fato de ser esta uma malha integralmente refinada para o dominio

considerado.
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Fig. 4.12 — Malha computacional entre os cilindros com refinamento em regides
especificas.

— Simulagio Num.
¢ Dados Experim.

—

0b 01 R 02 03
log —
g R

Fig. 4.13 — Comparagao da distribui¢do de temperatura entre cilindros rotatérios
concéntricos com os dados experimentais obtidos por Taylor (1935)
conforme Hawarth [HAWG64].

As figuras 4.14 e 4.15 mostram, respectivamente, as isotermas e as linhas de corrente

para o caso de convec¢do natural, com Ra= 10° e Pr=0,71 para cilindros com temperaturas 1
(interno) e 0 (externo), e com excentricidade 0,8, usando o software de visualiza¢do Visual3.1
[JUS99]. A malha computacional usada ¢ de 31x61 pontos igualmente espacados. Os

resultados aproximam-se dos apresentados por Ming-I et al. [MIN98]. As linhas de corrente e

as isotermas sdo simétricas em relacio ao eixo vertical (6 = 90°). Percebe-se também que o
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calor dissipado tende a se distribuir por toda a cavidade uniformemente. As mesmas
observagdes sdo validas para cilindros sem excentricidade conforme indicam as figuras 4.16 e
4.17. Vale salientar que numericamente ¢ impossivel usar Re = 0, e matematicamente
inconsistente; logo a alternativa foi usar valores gradativamente menores, até chegar a um
valor considerado baixo e nao proibitivo computacionalmente (que ndo cause divergéncia),
neste caso 0,03. Isso justifica os valores elevados apresentados pelos mapas de cores das
figuras 4.15 e 4.17, se avaliado os termos das equagdes onde tem-se o parametro de Reynolds

como denominador para este valor.

0.5

5

=1 —0.5 (;) (b)

Fig. 4.14 — Comparagao das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulagdo numérica
apresentada por Ming-I et al. [MIN98]; Re=0, Ra=10,

=05
T

i PRI
=1 —0.5

(Z)I = (b)

Fig. 4.15 — Comparagdo das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) ﬁsimulaqﬁo
numérica apresentada por Ming-I et al. [MIN98]; Re=0, Ra=10".
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(b)

Fig. 4.16 — Compara¢do das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulagao
numérica apresentada por Ming-1 et al. [MIN98]; Re=0, Ra=10".

(b)

Fig. 4.17 — Comparagdo das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulagao
numérica apresentada por Ming-I et al. [MIN98]; Re=0, Ra= 10°.

Quando o cilindro interno é colocado em movimento com velocidade angular igual a 1
no sentido horario (2 = 1), Re =378 ¢ Ra = 10°, o escoamento nio é mais simétrico,
aparecendo um grande refluxo no lado direito, como mostra a Fig. 4.19. A distribui¢do da
temperatura também é afetada conforme ilustrado na Fig. 4.18. Ou seja, aqui percebe-se a

influéncia da fora centrifuga caracterizando a convecgdo mista. Verifica-se que, segundo a
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classificagdo de Bejan [BEJ84], o quociente de parametros adimensionais ¢ 0,99, para esta

analise.

<<1 Convecgido Forgada
Ra  Gr

~1 Convec¢do Mista

PrRe® Re’

>>1 Convecgdo Natural (Livre)

(b)

Fig. 418 — Comparacdo das isotermas: (a) presente trabalho (b) sumu!acao numeérica
apresentada por Ming-1 et al. [MIN98]; Re=378, Ra=10".

0.6

—D.5

(b)

Fig. 4.19 - C omparacao das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) 51mulaga0
numeérica apresentada por Ming-1 et al. [MIN98]; Re=378, Ra= 10°.
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Para o caso de Re= 1195, representado pelas figuras 4.20 e 4.21 houve a necessidade
duma malha mais refinada (41 x 81 pontos) afim de melhor captar as variagdes da temperatura
e as linhas de corrente. O uso do pardmetro Reynolds relativamente elevado desde as
primeiras iteragdes causou divergéncia do método computacional utilizado; logo optou-se por

um aumento gradativo do mesmo (600, 800, 1195) no decorrer das iteragdes.

0.5

-0.5

(b)

Fig. 4.20 — Comparagdo das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulagio
numerica apresentada por Ming-I et al. [MIN98]; Re=1195, Ra=10".

0.5

-0.5

(b)

Fig. 421 — Comparacao das linhas de corrente: (a) presente trabalho (b) simulagdo
numerica apresentada por Ming-I et al. [MIN98]; Re=1195, Ra=10".

Nota-se para estes casos (conveccdo natural e mista) a existéncia de algumas

diferencas com rela¢do aos resultados apresentados por Ming-I et al. [MIN98] via volumes
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finitos, talvez devido ao fato de haver diferenga entre os procedimentos utilizados. Com o

aumento do nimero de Reynolds de 0 a 1195, que € equivalente ao decréscimo do quociente

Ra
PrRe’

de » (convecgao natural pura) a 0,1, as isotermas diminuem a sua area de

abrangeéncia (amplitude). Isto indica que a distribui¢@o de temperatura torna-se mais uniforme
entre os cilindros com o aumento do nimero de Reynolds.

A fim de caracterizar as diferengas entre escoamentos Newtonianos e ndo-
Newtonianos na proxima sub-secgdo, simulou-se o escoamento dum fluido Newtoniano
(De = 0) com Pr = 5,625, Ec = 0,002 ¢ De = 4.2x10”, entre cilindros rotatérios com
excentricidade € = 0,64 (para reproduzir a situagdo indicada por [L194]), sem a aproximagdo
de Boussinesq (Ra=0) e em regime laminar (Re = 10); razdo entre o raio externo e o interno

de 1% (R,/R; =1,0/0,6 ), com velocidade angular igual a 1 no sentido horario (2=1) e com

as mesmas temperaturas nas paredes externa e interna de 1,367, ilustrado na Fig. 4.22, para

uma malha de 21x41 pontos com refinamento (veja Fig. 4.23).

& 1,367

1.30708

0.8
L

13008

1.8704

1.38702

Fig. 4.22 — Solu¢io numérica dum fluxo Newtoniano com Pr = 5,625 e Re = 10:
(a) isotermas e (b) linhas de corrente.

422 Fluidos nao-Newtonianos

A distribui¢do de temperatura para fluidos ndo-Newtonianos entre cilindros rotatorios
com excentricidade foi investigado por Li e Davies [L194], pelo método pseudo-espectral com

transformagao bipolar (quociente entre relagdes trigonométricas: senos e cossenos) para a dis-



cretizagdo espacial das equagdes governantes e aproximagdo temporal de primeira ordem para
a pressao.

Inicialmente utilizou-se uma malha néo refinada préximo as paredes, mas devido aos
gradientes de velocidade relativamente altos nestas regides com o aumento da taxa de
cislhamento [NAF00], houve a necessidade de refinamento. A Fig. 4.23 ilustra uma das
malhas utilizadas de 21 x 41 pontos, com refinamento préximo as paredes dos cilindros. Outro
aspecto importante para a convergéncia, que merece ser salientado, sendo recomendado pelo
Nafems — CFD Working Group [NAFO00], ¢ o uso do campo de velocidade dum fluido
Newtoniano como ponto de partida (primeiras iteragdes) para analise (simulagdo) de fluidos

nao-Newtonianos.

.................

0.5

Fig. 423 — Malha computacional de 21x41 pontos com refinamento proximo as
paredes dos cilindros.

Considere I" denotando a fronteira (parede) do cilindro interno ou externo. Admite-se

condigdo térmica de Dirichlet,

T=T; emT, (4.15)
e de Robbins,
o B 1) em', (4.16)

onf. H
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onde Bi representa o nimero de Biot, h uma espessura caracteristica (neste trabalho a maior
distancia entre os cilindros) e Tr a temperatura sobre a fronteira I'. A condicéo (4.15) pode ser
vista como um caso limite de (4.16) com Bi— 0. Noutro extremo (Bi= 0) tem-se condicdo de

fronteira adiabatica,

23

=0 emT. (4.17)

Considera-se as seguintes combinagdes:

DI-DO
T=T, no cilindro interno rotatério, 418
T="l, no cilindro externo estético, (4.18)
RI-DO
oT Bi
—=—(T,-T no cilindro interno rotatério,
én H( =T . (4.19)
T=T, no cilindro externo estatico,
DI-RO
T=T, no cilindro interno rotatorio,
4.20
L (T, —T,) nocilindro externo estatico. (2
on H

Compara-se com simulagdes apresentadas pelo artigo de Li e Davies, o resultado
obtido para o escoamento dum fluido com Pr = 5,625, Ec = 0,002 e De = 42x107, entre
cilindros rotatorios com excentricidade € =0,64, sem a aproximagio de Boussinesq (Ra=0) e
em regime laminar (Re = 10); razdo entre o raio externo e o intermo de 1%
(R,/R, =1,0/0.,6), com velocidade angular igual a 1 no sentido horario (2 =1) e com as
mesmas temperaturas nas paredes externa e interna de 1,367, condigdo DI-DO. Este resultado
é comparado na Fig. 4.24. Devido a dificuldades de identificagdo do valor das isotermas

apresentadas na literatura, “plota-se” basicamente o mesmo nimero de isotermas.
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1388 L3685 1309 13668

-0.6

13875

1.367

(b)

Fig. 4.24 — Comparagdo das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulagdo numérica
apresentada por Li e Davies [LI94], Re= 10, De=4,2x10", Ec=0,002 com
condicdo de contorno DI-DO, Ti=Tp=1,367, £=0,64.

Os resultados da Fig. 4.24 e 4.25 quando comparados com os da Fig. 4.22 (a)

demostram as diferengas causadas pela hipotese de fluido nao-Newtoniano.

0.5

-0.5

Fig. 4.25—Linhas de corrente para Re= 10, De=4.2x10", Ec=0,002 com condicdo de
contorno DI-DO, T;=To=1,367, €=0.64.

Utilizando a condicao de fronteira térmica (4.19) RI-DO com Bi= 1 obteve-se uma
configuragio para a solugdo ndo consistente com aquela apresentada pelo artigo; as
temperaturas extremas obtidas superaram os limites: 1,373 a 1,428, apresentadas pelo artigo
de Li e Davies. Essa incoeréncia talvez possa ser atribuida aos diferentes métodos de solugao

numérica utilizados ou ao fato de ndo estar considerando a variagdo da viscosidade no
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processo neste trabalho. Mas quando da utilizagdao dum Bi=0,001, condi¢ao quase adiabatica,

a solucdo tende a assemelhar-se a solugio desejada, conforme mostra a Fig. 4.26.

06

-0.6

(b)

Fig. 4.26 — Comparagdo das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulagdo numérica
apresentada por Li e Davies [L194], Re = 10, De = 4,2xIO'3, Ec=0,002,
condi¢do de contorno RI-DO, T,;=1,349, To=T;= 1,367, € = 0,64 e com
Bi=0.001.

O mesmo numero de Biot (Bi=0,001) foi adotado para a condi¢do de fronteira DI-RO,

conforme solugdo apresentada pela Fig. 4.27. Os resultados sdo semelhantes para baixo

numero de Biot, para a espessura “h” adotada.

0.5
—_—

=06

(b)

Fig. 427 — Comparagdo das isotermas: (a) presente trabalho (b) simulagdo numérica
apresentada por Li e Davies [L194], Re =10, De = 4.2x10°, Ec= 0,002,
condi¢do de contorno DI-RO, T, =1,349, To=T;= 1,367, € =0,64 e com
Bi=0,001.
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Complexidade adicional surge na analise da influéncia da aplicac@o de diferentes tipos
de condigdes de contorno com a presen¢a de adimensionais como Biot (Nusselt, Grashof)
entre outros, o que foge ao escopo da presente dissertacio.

Usando excentricidades diferentes para a condigdo DI-DO, T;=Ty= 1,367, £=0,1, 0,5,
0,8 € 0,95, percebe-se que a temperatura aumenta nas proximidades da pequena fenda (menor
distancia entre os cilindros), conforme Fig. 4.28. Este efeito era esperado ja que o aumento da
excentricidade conduz a um acréscimo local (pequena fenda) da taxa de cisalhamento e,

consequentemente, da tensdo de cisalhamento.
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Fig. 428 — Efeito do aumento da excentricidade no perfil de temperatura através da
pequena fenda entre o cilindro interno e externo: & = 0,1, 0,5, 0,8 e 0,95,
com condigdo de contorno DI-DO, T;=Ty= 1.367.

As figuras 429 a 431 mostram as isotermas obtidas para € = 0,1, 05 e
0,95, respectivamente. Para os casos com excentricidade até 0.8 usou-se uma malha de
21 x41 pontos com fator de refinamento de 1,1 (conforme Fig. 423 ja apresentada). Mas para
excentricidade € = 0,95 houve a necessidade duma malha mais refinada de 31 x 401 pontos
com o mesmo fator de refinamento 1,1, por razoes de convergéncia, devido a suavidade da

malha.
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Fig. 4.29 — Isotermas: € = 0,1, Re = 10, De =4,2x10” e Ec = 0,002, com condi¢ao
de contorno DI-DO, T)=To=1,367.
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Fig. 4.30 — Isotermas: € = 0,5, Re = 10, De = 4,2x10” e Ec = 0,002, com condigcdo
de contorno DI-DO, T1=To=1,367.

Fig. 431 — Isotermas: € = 0,95, Re = 10, De = 4,2x107 e Ec = 0,002, com condi¢io
de contorno DI-DO, T;=To=1.367.



5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSOES

Dada a importancia do escoamento de fluidos viscosos, como ja citado, em processos
industriais e naturais, especificamente aqueles aplicados a rolamentos e engrenagens (sistemas
hidraulicos de maquinas agricolas, motores de automoveis, turbinas de avido, entre outros),
envolvendo diversas ciéncias como a matematica, a engenharia, a reologia, entre outras; tinha-

se como objetivos principais no decorrer deste trabalho:

e Considerar modelos de relagdes constitutivas complementares de fluidos viscosos
na qual a relagdo tensdo-deformagdo pudesse ser aplicada tanto a fluidos
Newtonianos como nao-Newtonianos pelo uso do conceito do efeito de memoria
dum fluido em escoamento expresso pelo parametro adimensional de Deborah.

e Considerar o sistema de coordenadas generalizadas tornando o algoritmo
computacional versatil para aplica¢do de dominios quaisquer.

e Empregar a aproximacdo de diferencas finitas estabelecendo limites para o uso

desta técnica em escoamentos complexos em geometrias variadas.
A validagdo do algoritmo computacional teve os seguintes estagios:

e Escoamento de fluidos Newtonianos (De = 0) entre placas paralelas segundo
expressOes matemdticas para um gradiente adimensinal de pressdo € para a
difusividade térmica com base no produto PrEc, conforme expressdes dadas por
Schlichting [SCH68].

e Cotejar diferengas e semelhangas segundo as solugdes obtidas e os dados
experimentais [HAW64] para um fluido Newtoniano entre cilindros concéntricos

rotatorios.
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e Comparar com solugdes numéricas obtidas por Ming-I et al. [MIN98] para o caso
de transferéncia de calor por convec¢do natural entre cilindros com excentricidade e
transferéncia de calor por convecgdo mista entre cilindros concéntricos rotatérios.

e Confrontar as solugdes obtidas segundo o modelo considerado, com a hipotese de
fluido ndo-Newtoniano (De > 0), com as solugdes de Li e Davies [L194], obtidas

segundo um modelo complexo e um método de solug@o também complexo.

Os perfis de velocidade obtidos para varios valores do gradiente adimensional de
pressdo P demostram boa aproximagdo com os perfis apresentados por Schlichting. Nota-se
que o escoamento € reverso para P<0. Ja no caso de difusividade térmica segundo variagdes
do produto Pr Ec houve dificuldades para achar os perfis para Pr Ec baixo, mas para produtos
mais elevados os resultados sdo satisfatorios.

A comparagao com dados experimentais de fluidos Newtonianos entre cilindros
rotatdrios concéntricos mostram que os resultados numéricos apresentam coeréncia com o
fenomeno fisico. A obtengdo dos dados experimentais, proximo as paredes dos cilindros,
demostra dificuldades de medida da temperatura; ja 0 método numérico da uma idéia do
comportamento nestas regioes.

Ja a comparagdo com solugSes numéricas para a convecgdo natural e mista para
fluidos Newtonianos apresenta poucas diferengas, salvo aquelas simulagdes com Re — 0, onde
as linhas de corrente apresentam diferencas entre as velocidades esperadas, pois extrapolam o
limite da velocidade do cilindro interno. As isotermas sdo aceitaveis ficando entre os limites
de temperatura do cilindro interno e externo apresentadas na literatura.

Os resultados para fluxos ndo-Newtonianos mostram-se satisfatérios se forem
admitidos nimeros de Biot pequenos, isso como jé mencionado devido a complexidade
introduzida na aplicagdo das condigdes de contorno. Nota-se perfeitamente o efeito ndo-
Newtoniano via aumento da taxa de cisalhamento e, consequentemente, da tensdo de
cisalhamento quando consideradas diferentes excentricidades entre os cilindros. Para esses
casos de escoamentos nio-Newtonianos houve necessidade dum refinamento mais acentuado
proximo as paredes dos cilindros.

A implementag¢do do modelo genérico tanto para fluidos incompressiveis Newtonianos
quanto ndo-Newtonianos para superficies méveis, especificamente placas moveis (Couette) e
cilindros rotatérios, ou seja, equagdes de Navier, equagdo para a pressdo do tipo Poisson
e uma equagdo para a temperatura, os quais s3ao modelados pelas equagdes

do modelo Convected Maxwell, apresenta resultados significativos quando
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comparados com dados experimentais, solu¢des analiticas e numéricas encontradas na
literatura.

Verifica-se que a convergéncia, quando do emprego da aproximag¢do em diferencas
finitas, torna-se morosa quando do uso de malhas em que as linhas sdo ndo suaves, como
por exemplo para grandes excentricidades com numeros de pontos na diregdo do raio
maior que o nimero destes na dire¢do angular, principalmente para fluidos ndo-Newtonianos
onde as tensdes variam muito. O desempenho computacional do soffware desenvolvido ficou
compreendido entre 540MFlops e 970MFlops no Cray T94 do CESUP/RS, dependendo do
refinamento utilizado; quanto mais concentrado em determinadas regiées menor o rendimento
em operagdes por segundo.

Baseado nos resultados obtidos e sua comparagdo com os apresentados na literatura
tanto em coordenadas cartesianas como generalizadas, fluxos de convecgdo natural e mista,
Newtonianos e nao-Newtonianos (fracamente), o presente trabalho contribui para o estudo de
problemas encontrados na engenharia matematica, principalmente por ser uma metodologia
simples, fornecendo resultados tdo bons quanto aqueles apresentados por diferentes autores

através de metodologias mais complexas.

5.2 PERSPECTIVAS

Intiimeras questdes surgiram no desenvolvimento deste trabalho, especificamente
quanto a aplicagdio das condigdes de contorno para fluxos ndo-Newtonianos. A complexidade
envolvida na analise matematica deste desenvolvimento poderia conduzir a inimeros
trabalhos de pesquisa.

Além disso, considerar fluxos transientes com variagdes de temperatura maiores que
possibilitem estabelecer os limites do procedimento adotado neste trabalho e comparar os
resultados com os das equagdes escritas na forma compressivel utilizando outros métodos de

solugdio e comparando-os sdo alguns dos problemas desafiadores.
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APENDICE A

A.1 CALCULO DAS METRICAS &,, &, N Ny

As métricas da transformacdo de coordenadas representam a relagdo entre os planos
fisico e transformado, conforme indica a figura mencionada na segéo 3 (Fig. 3.6). Os diferenciais

em cada eixo coordenado no dominio transformado s@o dados pelas expressdes,

dE=¢ dx+& dy, (A.la)

dn=mn,dx +n,dy. (A.1b)

As métricas sdo facilmente definidas comparando as relagdes diferenciais (A.1):

[dé}(gx g}(z] Y (A2a)

dn My Wy

com as relagoes diferenciais da transformacédo inversa,

S 3JE) - e

Ye Yo Adn

onde d” e df so os diferenciais no dominio transformado € no dominio fisico, respectivamente.

Obtém-se:
df =Bd” dT = Ad*F
B'df =B'Bd" J
dT=B'dF = ~A=B"

Calculando B resulta:

LTV N - S
detB detB

onde det B e adj B representam, respectivamente, o determinante e a matriz adjunta de B. E,
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YA Tk
n+an
AEA
n+an  p— S
3 Ll
n
E+AE g E+AE
> >
@ X (b) g
Fig. 3.6 — Areas nos planos (a) fisicos e (b) transformado [MAL95].
sendo BT a matriz transposta dos cofatores, cujos os elementos sio dados por:
Ay =)™ yn|=yn’ Ap =(-1)* yé\=—yg, (A.3)

+ + -2

Ay =(=D™|x,|=x,. Ay =D x| =x,.
— =R
Logo, B : =( T " |, de forma que,
~Js %y

A:B*:{é* é*’}—_l {y" ”X"J:J( ¥n _x“} (A4)

T]x le det XE_, XT] _YE_, XE, _ya., XE:

Ye Ya

onde “J” € o Jacobiano da transformagéo, uma relagdo entre as areas em cada um dos espagos, ou

seja,

1 " 1

Jes—————=8m, &, =
>, Sy ML ) 8 ‘ ¥ det[B]

=det[A]. (A.5)

Conclui-se que a relagdo entre as métricas sdo dadas por

éx:JY‘qD §>-=_an:

(A.6)
My ==y My =JXe,

e as métricas da transformada inversa sdo escritas na forma,
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1 1
yl'] =3éx$ Xq =“‘j§y:
(A7)

1
Y.g:_:i:nx! X§=3_T]y‘

As expressdes para o calculo das métricas Exy, Eyy, Mxx € Tyy Sdo definidas na segéo

seguinte.

A.2 CALCULO DAS METRICAS &y, £y T 30 My

Para a derivada de segunda ordem resulta,

oY _ova o¥ i
ox  OE ox  on Ox

62w=@52§+[@] _5£+%az_n+[@J o (A.8)
ox* o ox? (88 ) ox omox? \éom) ox’
onde,
Oy _oy'a o'y on_ A9
[3&]:‘ = agz ax'i‘aéan 5}( ‘{-ﬂggéx +1‘!"(§"Inx’ ( . a)

@ :a‘-ljz_qé aawﬂz -
(&11 aﬂ3§3x+anzax Yoebx + WMy ( )

Substituindo (A.9a) e (A.9b) em (A.8) obtém-se,

! 0
(aax\f =%E’“ +(w§5(t7x +w.§,nnx):x +%T}xx +(\I}ng‘5x 5 Lprmnx }nx9

o )
axk']; =WE_,E.vxx + wnnxx "'Wa_,g‘}:}i +"‘I’[rmr|x +2W§qéxnx' (AIO)

De forma analoga, a derivada segunda da fungdo ¥ em relagdo a “y” € obtida,

2

(A.11)

@

ayl‘f =qj5,é;w e Wnn)'y +w€é§§' * wnnni +2W§ﬂ&->'n>' ’
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Fazendo w=x e y=y na equagdo (A.10), obtém-se um sistema de equagdes cujas

incognitas S0 Exy € My da forma:

— 2 2
0= xééy}' + XaTyy * xiééy + XMy +2x§n§}'n.~"

, (A.12)
0= yégw + ynnw + yﬁﬁ‘g; * ynnn: i 2y§n‘:yny ?

ou seja,
Xz X, E-rxx - X§é§§+xnnn§+2xéné}'nr - El 2
e 2 2 T $ (A.13)
Ye Yo N y§§§y+ynnny+2yin§yﬂy Fl

Lembre que as métricas &x e 1y ja sdo conhecidas, permitindo generalizar as expressdes

de E; e F). O sistema anterior (Eq. A.13) fornece para &y:

|:—E, x,]:l
- ¥ _—Ey, +Ex;

E = - =-1E,y, +Fx,)- (A.14)
Xe Ry Xe¥y “Rndz
Ye Yy
Considerando as métricas inversas y, =%§_‘ e X, = —%ﬁy pode-se reescrever (A.14)
na seguinte forma,
&o =—(BiE, +EE,) (A.15)

Resolvendo o sistema para nyy obtém-se,

. —F —-Fx. +E
Ve 1] _—Ex +Ey, =—J(—F‘x§ +E,y:)s (A.16)

nxx =
Xg Xy Xe¥n =X ¥
y“, Yn

-

p e a 1 1
que pode ser reescrito pelas métricas inversas y, = _3“" € X, = En_\. , COomo

M =—(Flny ~Em,). (A.17)
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6C_, 2 &E_ %
X

De forma semelhante, fazendo ¥ igual a e “y” na equagdo (A.10) e resolvendo o

sistema de equagdes gerado, encontra-se as seguintes expressdes para Eyy € Myy:

&g =-(Ez<§x +Fz€,), (A.18)

Myy =_(E2nx _any)‘ (A.19)



APENDICE B

Apresenta-se, neste apéndice, a adimensionalizacdo das equac¢des diferenciais utilizadas

para as simulagdes numéricas.

B.1 ADIMENSIONALIZACAO DA EQUACAO DA CONSERVACAO DA
MASSA

A equagdo da Conservagdo da Massa (continuidade), equagdo (2.2) do item 2.2.1,

@.}.QV_:{] (B 1)
6x ay 2 .

torna-se adimensional ao considerar as seguintes variaveis adimensionais:

« X . Y u . v
xX =—, y = — u e — vV =——
L L il U,
Logo,
U, 611. & U, 5‘V. =0, (B.2)
L &% L &y

pon U, : " - b, . -
que multiplicado por I obtém-se a seguinte equagdo sem os indicadores adimensionais

(sobrescritos asteriscos),

u v _, (B.3)

ox 0y

B.2 ADIMENSIONALIZACAO DA EQUACAO DA CQM,

Considera-se a equa¢do da Conservacdo da Quantidade de Movimento na dire¢do X,

equagao (2.9) do item 2.2.2, sem a for¢a de corpo,

p[_ag PRCOIN a(vu)}_ o, Oy, Oy B.4)

—
ot ox dy ox  ox oy
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e introduz-se as varidveis adimensionais que se seguem, independentes e dependentes (as

dependentes indicadas por asteriscos),

Txx - TY}' - _ x!’

T, = i Ty = , 4, :
opu, /L Y pUL/L Y ouU,/L

O procedimento de tornar adimensional a equagdo diferencial da CQM,, ¢ feito

considerando, como exemplo, quatro termos tipicos da equagéo:

aUmt}L L

L )U,

(e a(u/Um)Uw=Uiu.6u:’

ax (U, ) a&(x/L)L L &

oo Do) 2 [a(u/um)uw]gw o’
* “ey\ay) a(yL)| a(yL)L | L* ax™’

s}]

T L
o,y pU,_ /L )pU,, U, oty
ax  o(x/L)L L ax"

Seguindo-se este procedimento, a equagdo diferencial da CQMj pode ser escrita como

pUS (au | d('u)  awv'u))__pUs & LU Oty , T | (B.5)
L (o ox oy Loal I Le o

Dividindo a equagdo (B.5) por pU2 /L obtém-se

. —p MW "W oy * * 61.'
au. +o(u?)+a(v?)=—0p,+ s ar"f+ = |, (B.6)
ot ox oy ox pU_L| ox oy
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il

onde a quantidade adimensional
pU,L

€ o inverso do pardmetro adimensional de Reynolds.

Por simplicidade, admite-se a seguinte equagdo admensional para CQM, sem os indicadores

ateriscos,

ou B(uw) o(vw) _ dp 1 {E_ at,q,]_

&t ox 8y  ox Re (5:7)

B.3 ADIMENSIONALIZACAO DA EQUACAO DA CQM,B

Considera-se agora a equacao da Conservagio da Quantidade de Movimento na dire¢do y
com a aproximagéo de Boussinesq, equagdo (2.63) do item 2.4.2, com Ty igual a Ty
o,

op y . Oy
o g e BT =T Yo B.8
- ; o p..B( ) (B.8)

&, Bw) o) _
ot ox oy

e introduz-se, além das varidveis adimensionais ja citadas, a expressd@o adimensional para a

temperatura,

. T-T

T =——=.
T“" Y Tw

Entdo, de maneira analoga a adimensionalizagio da equacdo CQMy, obtém-se,

J-pB(AT) 5T @9

sl

v AV ) & w [ar;f . ar;?,
ot ox oy oy pUL{&x &y

Trabalhando separadamente o Wltimo termo da expressdo acima, multiplicado-a por

2
=
Lpp
2 o 2
I {5 gBp’L’ -AT( pn
PB(AT) [ F’“J == ;
pU, (Lpu M pLU,,
que pode ser escrito como:
Gr 1., ou S 1,,.
Re~* Pr Re”
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Finalmente, reescrevendo a equagdo da quantidade de movimento em y com a
aproximagdo de Boussinesq, em fungdo dos pardmetros adimensionais, esta pode ser rescrita da

seguinte maneira,

* L LI L a.r‘ a_,c‘
3v'+8(u§z)+8(v?’)=_8p.+i v T _E 1 ", (B.10)
ot ox oy oy Re|ox” oy Pr Re’

que na forma simplificada (sem indicadores asteriscos), resulta
ot ot
O o) ow) oo, L1[% | Ra 1 . (B.11)
ot ox oy 0y Rel ox oy Pr Re’

B.4 ADIMENSIONALIZACAO DA EQUACAO DA PRESSAO

O procedimento para obtenc¢do da equagédo da pressao, equagdo (2.16) do item 2.2.3,

2 2 2 2 62 52

Vip=p o (gu)+2 o(uv)  o*(wW) |, 8 L . r:,,, +p912, (B.12)
ox oxay oy? ox’ oxdy oy’ ot

na forma adimensionalizada, ¢ semelhante ao ja mencionado para equagdo CQM,, por isso,

simplesmente apresenta-se esta equagdo adimensionalizada,

2 2 2 2 8%t 8%t
Vipe| 2 (‘;u)+2a(uv)+a(‘:’) o at;wz Pl +2 . @.13)
ax oxdy oy Re| ox oxdy Oy at

B.5 ADIMENSIONALIZACAO DA EQUACAO DA TEMPERATURA

A equacdo da Temperatura, equagéo (2.26) do item 2.2.4,

2 : o o(ut_.
o] L gy L | T B L], gl A Pul,
ot ox oy ox dy ox oy
o(vt,)  0(viy)
ox dy

(B.14)



sera adimensionalizada considerando as mesmas variaveis adimensionais ja citadas, resultando:

U * g . A . T _ it It
pCp—i(Tw—Tm{%+u %+v L }=K( = T"")[o = -i—a = }L

L ay. L2 axnz ayxz
U, pU, | d(u'ty,) ¢ d(u't,,) N o(v'1y,) " a(v'ty,)
L L ax- 8}7- axi ayt
2. L g
e multiplicado por a mesma pode ser rescrita como,
pCp(T,, -T,)U,,
ar’ | .or"  .or K &1 T
—+Uu —F+V — = 7 -+ - +
ot oy LpCpU, | ax™ oy

-

()

*

pU |:a(u Txx)+a(u ‘Exy)_‘_a(v T‘Y")_}_a(v T_”):| (B.15)
LpCp(T, -T,)| ox 2 o %

(1)

8]
Agora, multiplicando o termo (II) por B e o termo (IIT) por —U—‘“ da equagdo (B.15)
T

-+]

resulta,
&' 81t L8 x p | 8T 8T
e 1 —+V —= =tk
ot ox oy uCppU,L| ax oy’
15 m a(u"c;x)+ 6(u'r;,,)+ a(v'tl,,)+ a(v'ty,)
Cp(T, -T,)pLU, | &’ oy’ ox” oy’ |

Finalmente, escrevendo a equagdo adimensionalizada da Temperatura sem os indicadores

obtém-se,

or or oT_ 1 |&T &'T|,
o ox 8y PrRe| ox® oy’

(B.16)

_E_c d(ut,) i o(ut,,) ' o(vt,,) " o(vty,)
Re| o oy & oy |
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B.6  ADIMENSIONALIZACAO DAS EQUACOES CONSTITUTIVAS
COMPLEMENTARES DE “UCM”

Considerando os mesmos adimensionais citados aplicados a equagéo para a tenso Ty do

modelo Convected Maxwell (2.50) do item 2.3.6,

Ot 5399 ou ou ou
txx+?\.[u¥+vw—2a*t“—251“}:2}4&, (B.17)

seguindo a mesmo procedimento de adimensionalizagdo, a mesma pode ser escrita na forma,

w—“r;,m”({; u’ at"f +v'at"," _26u' 'c;x—2£-'r'w =2p$au—_.
L & ox oy ox oy L ox

Multiplicando toda a expressao por resulta

o9

‘[:m + Ua:?\. u. arxr -i-V- 61-(.:( il all‘ T;x _231.1_.1;). =2au_ (B]S)
U ox oy” o oy o

a0

. U_A : : ” . . ;
E considerando que 72 =Re, obtém-se a seguinte equacdo adimensionalizada para a

tensao Txx

b s D a Ty T M, o0, st (B.18a)
ox ox oy ox

As equagdes para as tensao Tyy € Tyy, obtidas de forma anéloga s3o:
ot,, ot

Ty +Dgu——+v—>" 8 —@r,x =§5+§1, (B.18b)
ox oy © ox oy Ox

T, +Def u—=+v—= —2@1‘_} —2ﬁ1“]=2§/—. (B.18¢)

- oy oy T ) oy



